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Vorwort. 

Als vor einigen Jahren die Teubn ersehe Verlagsbuchhand- 
lung uns den Vorschlag machte, für sie ein Eepertorium der Physik 
im Sinne des bekannten Pascal sehen Repertoriums der Mathe- 
matik zu verfassen, haben wir uns nach reiflicher Überlegung dazu 
^bereit erklärt, obwohl wir uns sehr wohl der Schwierigkeit der 
V^ Aufgabe bewußt waren. Da sich das Bedürfnis nach einem solchen 
^ Werke nicht ableugnen läßt, und da sich würdigere Verfasser zwar 
^in großer Zahl finden, aber kaum bereit finden lassen, haben 
.t wir uns dieser Aufgabe unterzogen. 

X Schon bald nach Beginn unserer Vorarbeiten erkannten wir 
^beide unabhängig voneinandar, daß eine Gestaltimg des WeVkes 
^genau nach Art des Pascalschen sich nicht durchführen ließe 
oder doch von einem außerordentlich geringen Nutzen für den 
Leser sein würde. Es lassen sich die physikalischen Gesetze und 
Porschungsresultate bis auf wenige nicht in so knapper Form dar- 
stellen wie die mathematischen, und der Weg, wie sie gewonnen 
worden, ist für neue produktive Arbeiten oft wichtiger als das 
Ergebnis selber. Und auch, wo es sich um mathematische Ablei- 
tungen handelt, sind die Prämissen, die man aus didaktischen 
Gründen häufig erst mitten im Beweisgang formuliert, die Ver- 
nachlässigungen und Annäherungen von sehr großer Bedeutung. 
Man muß also auch mathematische Wege vor den Augen des Lesers 
durch wandeln. 

So ergab sich notgedrungen eine andersartige Darstellung als 
in Pascals Bepertorium. Der Zweck unseres Buches aber bleibt 
derselbe, den Pascal in seinem Vorwort skizziert: Ein Vademecum 
zu sein für den, der selbständig zu arbeiten beginnt. Er soll sich 
an der Hand dieses Buches orientieren können über das Gebiet, 
das ihn gerade beschäftigt, und soll eine erste Einführung in die 
Literatur erhalten. 

Hoffen wir zugleich, was Pascal von seinem Werke sagt. Es 
wird vielleicht manchem, der sich zu sehr spezialisiert hat, eine 
bequeme Möglichkeit bieten, auf ihm ferner liegenden Gebieten 
seine Kenntnisse zu erweitem. 

a* 



IV Vorwort 

Zur Erfüllung dieses Zwecks schien uns die Stellung des Werk- 
ebens zwischen dem Lehrbuch und dem Handbuch geraten. Man 
wird stofflich mehr in unserem Buche finden als in Lehrbüchern. 
Vor allen Dingen sind viele einschlägige Originalarbeiten zitiert, 
um den Leser nach einem ersten Studium des Problems zum 
weiteren Eindringen in die Frage auf diese zu verweisen. An- 
drerseits enthält das Buch wesentlich weniger als die bekannten 
HandbüTcher der Physik.. So ist z. B. Vollständigkeit im Zahlen- 
material, in der Anführung der Methoden und der Angabe der 
Autoren nicht erstrebt worden, da erfahrungsgemäß ein Zuviel 
den Leser leicht abschreckt und verwirrt. Bei diesem Charakter 
mußten manche Finessen fortbleiben, manches auf Kosten der 
Strenge gekürzt oder unterdrückt werden. 

Gegenüber vielen Handbüchern hat unser Bepertorium den 
Nachteil, daß nicht jedes Kapitel aus der Feder eines Spezialisten 
auf dem fraglichen Gebiete stammt, doch hoffen wir, daß durch 
das Zusammenwirken von wenigen demgegenüber eine größere 
Einheitlichkeit gewährleistet wird. 

Wir hielten es jedoch für gut, zur Abfassung einiger Kapitel 
die Mitarbeit von Kollegen hei*anzuziehen, deren Forschungen in 
dem betreffenden Wissenszweige eine Garantie für den Wert ihres 
Beitrags leisten. Ihre Namen sind im Inhaltsverzeichnis ausdrück- 
lich genannt. Unseres herzlichsten Dankes für ihre tatkräftige 
Unterstützung sind sie gewiß. 

Der erste Teil des ersten Bandes, der hier vorliegt, enthält 
die Mechanik starrer Körper, die Elastizitätstheorie, Hydrodynamik 
und Akustik. Der zweite Teil, dessen Erscheinen nahe bevorsteht, 
wird die Kapillarität, Wärme, statistische Mechanik und kine- 
tische Gastheorie bringen, während der zweite Band den Problemen, 
der Elektrizität, des Magnetismus und der Optik reserviert bleibt. 

Schließlich ist es uns eine angenehme Pflicht, der Verlags- 
buchhandlung für ihr Entgegenkommen in jeder Beziehung und 
ihre große Geduld bei der Drucklegung unsern besten Dank aus- 
zusprechen. 

Rostock und La Plata im Juni 1914. 

R. H. Weber. R. Gans. 
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Erstes Buch. 

Mechanik diskreter Massenpunkte. 

Kapitel L 

Die Grundmaße nnd -Begriffe der Mechanik. 

1. Einheit der Iiänge. Als Einheit der Länge wird heutzutage 
bei allen wissenschaftlichen Messungen 'das Zentimeter gewählt. 
Das ist der hundertste Teil des Meters oder der Länge, welche 
durch den Abstand zweier Marken auf einem im Pariser Archiv 
aufbcft^aM^teä^ NormalpäfäBs^ab bei 0® gegeben ist. 

EigttftÖfeBr^sollte das Meter der 10 millionte Teil des durch 
die Pariser Sternwarte läfffenHen. Meridianquadranten sein. Um 
die Länge desselben genau zu bestimmen, veranstalteten Delambre 
und Mechain im Auftrage der französischen Nationalversammlung 
1792 — 1798 eine Gradmessung, auf Grund deren ein Platinstab 
von genau einem Meter Länge bei 0® angefertigt wurde und als 
„Metre des Archives" in Paris aufbewahrt wird. 

Der Gedanke bei der Herstellung einer solchen auf die Erd- 
dimensionen bezogenen Maßeinheit war der, daß eine genaue Be- 
produzierbarkeit möglich sein sollte, falls das Normalmeter einmal 
verloren ginge, und außerdem hatte man die Absicht, anstatt der 
alten Gradteüung eine neue einzuführen, bei der der Quadrant 100^, 
der Grad 100', die Minute 100" hätte, sodaß eine einfache Be- 
ziehung zwischen der Winkeleinheit auf der Erdoberfläche und der 
Längeneinheit bestände (l"= 10™). 

Da es sich aber herausgestellt hat, daß man mit viel größerer 
Genauigkeit die Längen zweier geeignet hergestellten Maßstäbe 
miteinander vergleichen kann, als man die zu einer Gradmessung 
nötigen geodätischen Beobachtungen anzustellen vermag^), und daß 
die Eonstanz eines Normalmaßstabes wahrscheinlich sehr groß — 

1) Nach B 68 sei ist das Normalmeter Vioooosse ^^^ Erdquadranten. 

Weber n. Oans: Bepert. d. Physik. I. 1 
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wohl größer als die der Erdgestalt — ist, so hat für uns die Re- 
lation des Meters zur Meridianlänge nur noch historisches Interesse. 

Übrigens ist zu bemerken, daß, selbst wenn das Normalmeter 
und die von demselben angefertigten Kopien sämtlich verloren 
gingen , durch den exakten Vergleich des Meters mit der Wellen- 
länge dreier Kadmiumlinien ^) eine sehr genaue Reproduktion des 
Meters sich herstellen ließe. 

Da festgestellt wurde, daß ein Maßstab von genau einem Meter 
Länge, ein sogenannter Endmaßstab, nicht besonders geeignet ist 
zur Anfertigung von Kopien, so wurden neue Stäbe von 1,02 m 
Länge hergestellt, auf denen durch feine Striche die Meterlänge 
markiert ist, und die deshalb Strichmaßstäbe genannt werden. 
Diese neueren Maßstäbe des internationalen Komites für Maße und 
Gewichte bildeten noch in anderer Hinsicht eine Verbesserung des 
früheren metre des archives, dem sie sich in der Länge so genau 
wie möglich anpaßten. 

Da Platin als zu weich befunden wurde, wählte man als Ma- 
terial eine Platin-Lidium-Legierung von 90% Platin und IOVq 
Iridium. Diese Legierung ist unveränderlich, sehr hart, hat einen 
großen Elastizitätskoeffizienten, so daß ein aus derselben gefertigter 
Stab sich nur wenig durch sein eigenes Gewicht deformiert, und 
einen kleinen Ausdehnungskoeffizienten. 

Der Querschnitt ist nicht mehr, wie beim metre des archives 
rechteckig, sondern hat die in Fig. 1 dargestellte Gestalt, deren 
Schwerpunkt sich bei befindet. Liegt der Stab horizontal auf 

zwei Schneiden, so gehen die neutralen Fasern 

M desselben, d. h. diejenige Fläche, deren Länge 
sich bei der Deformation des Stabes durch 
fl' sein eigenes Gewicht nicht ändert, durch 
(vgl. Elastizität). Auf der Fläche dieser neu- 
tralen Fasern sind die beiden Striche ange- 
Pig. 1. bracht, die Anfang und Ende des Meters mar- 
kieren. Sodann bietet die Form des Quer- 
schnitts den Vorteil, daß ihr Trägheitsmoment bezüglich der 
neutralen Achse aa' des Querschnitts im Verhältnis zur Fläche 
wesentlich größer ist als bei rechteckigem Querschnitt, wodurch 
auch eine geringere Durchbiegung gewährleistet wird, und schließ- 
lich temperiert sich der Stab infolge seiner großen Oberfläche 
schnell aus. 



1) A. Michelson, Traveaux et mem. du hureau internat. des poids 
et mesures 11. 1894. 
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Bessel^) hat gefunden (vgl. den Abschnitt in der Elastizitäts- 
lehre über den gleichförmig belasteten Balken auf zwei Stützen), 
daß die Durchbiegung des Stabes ein Minimum ist, wenn der Ab- 
stand der Schneiden 0,5594 seiner Länge beträgt, und zwar ist 
dann der Längenunterschied der neutralen Faser und ihrer horizon- 
talen Projektion 4'-10~^® der ganzen Länge ^), ein zwar berechen- 
barer, aber unmeßbar kleiner Betrag. 

2. Einheit der Fläche. Als Einheit der Fläche dient im abso- 
luten Maßsystem das Quadratzentimeter (= 1 cm^), d. h. diejenige 
Fläche, deren Inhalt gleich dem eines Quadrats von 1 cm Seiten- 
länge ist, qIs Einheit des Volumens das Kubikzentimeter (= 1 cm^), 
d. h. dasjenige Volumen, das gleich dem Volumen eines Würfels 
von 1 cm Seitenlänge ist. Man braucht also für Flächen- und 
Bauminhalte keine von der Längeneinheit unabhängigen Einheiten; 
Quadratzentimeter und Kubikzentimeter heißen deshalb abgeleitete 
Maße. 

3. Zeitmessung. Zur Zeitmessung benutzt man die Botation 
der Erde um ihre Achse. Die Zeit zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Durchgängen desselben Fixsternes durch den Meridian, 
also die Zeit zwischen zwei Kulminationen eines Fixsterns, heißt 
der Sterntag^ während die Zeit zwischen zwei Kulminationen der 
Sonne der währe Sonnentag genannt wird. Diese beiden Defini- 
tionen des Tages weichen wegen der Bewegung der Erde um die 
Sonne (Revolution innerhalb eines Jahres) voneinander ab. Fol- 
gendermaßen ergibt sich die Beziehung zwischen der Länge des 
Stern- imd des Sonnentages: 



Der Pfeil an der Erde E 
(Fig. 2) deute die Visierrich- 
tnng eines Meridianinstrumen- 
tes an. In den beiden, zwei auf- 
einanderfolgenden Stemtagen 
entsprechenden Stellungen I 
und n der Erde kulminiert ge- 
rade der Fixstern F, der prak- 
tisch als unendlich entfernt an- 



/ 
/ 
/ 

I 




Plg.2. 



genommen werden kann. Während aber z. B. in der Lage I die 
Visierrichtung genau von der Sonne S abgewandt ist, ist das in 

1) F. W. B es sei, Darstellung der Untersuchwngen und Maßregeln^ 
welche in den Jahren 1834—1838 durch die Einheit des preußischen 
Längenmaßes veranlaßt worden sind. Beilage 1, S. 132. Berlin 1839. 

2) J. R. Benoit, Bapp. presentes au Congres de Phys. 1 p. 60. 
Paris 1900. 
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der Lage II noch nicht der Fall. Die Erde hätte sich noch um 
den -^ESE' weiter um ihre Achse drehen^) müssen, damit das 
auch für die zweite Lage gälte. So folgt, wenn das Jahr aus 
n Sonnentagen besteht, daß 



Sonnentag =* ( 1 H j Stemtage 



oder n Sonnentage = w + 1 Stemtage sind, und zwar ist n == 
365,2422. 

Gemeint ist hier das sogenannte tropische Jahr, d. h. die Zeit 
zwischen zwei Durchgängen der Sonne durch den Frühlingspunkt, 
der infolge der Präzession der Erdachse nicht ganz konstant bleibt, 
so daß sich das tropische Jahr vom siderischen Jahr (der Zeit 
zwischen zwei Durchgängen der Sonne durch ein bestimmtes Stern- 
bild) etwas unterscheidet. 

Im bürgerlichen Leben und in der Physik rechnet man nach 
mittleren Sonnentagen, Hierunter versteht man folgendes: Man 
denke sich die Sonne anstatt auf der Ekliptik mit konstanter Ge- 
schwindigkeit auf dem Äquator laufend. Dann ist die Zeit zwischen 
zwei Kulminationen dieser gedachten Sonne ein mittlerer Sonnen- 
tag; ihn teilt man in 24 Stunden, die Stunde in 60 Minuten, die 
Minute in 60 Sekunden. 

Kinematik: Geschwindigkeit und Besclilennignng. 

4. Geschwindigkeit. Um Bewegungen d.h. Ortsveränderungen 
eines Körpers mit der Zeit angeben zu können, muß man sich 
eines Bezugssystems (Koordinatensystems) bedienen, in dem die 
individuellen Punkte des Körpers Funktionen der Zeit sind. Um 
irgend einen Teil des Körpers immer wieder identifizieren zu 
können, muß der Ort desselben eine stetige Funktion der Zeit sein. 

Je nach der Wahl des Bezugssystems werden sich die zu be- 
schreibenden Bewegungen verschieden ausdrücken. Es zeigt sich, 
daß die Bewegungsgesetze am einfachsten werden, wenn man ein 
zu den Fixsternen relativ festes Koordinatensystem wählt, oder 
genauer gesagt, ein relativ zu denjenigen Fixsternen festes System, 
denen der Astronom keine Eigenbewegung zuschreibt. 

Häufig genügt es (bei den meisten Laboratoriums versuchen), 
anstatt dessen ein mit der Erde verbundenes Koordinatensystem 
zu Grunde zu legen. Später werden wir darauf zurückkommen, 



1) '^ ESE' ist der Deutlichkeit wegen in Fig. 2 übertrieben 
groß gezeichnet. 



4. Geschwindigkeit. 5. Beschleunigung 5 

nach welchen Prinzipien das theoretisch einfachste Bezugssystem 
gewählt wird (vgl. Nr. 65). 

Unter Geschwindigkeit versteht man den in der Zeiteinheit zu- 
rückgelegten Weg nach Größe und Eichtung. Ist die Geschwindig- 
keit nicht zeitlich konstant, so tritt an Stelle dieser D^efinition die 
folgende: Geschwindigkeit ist der in der unendlich kleinen Zeit dt 
zurückgelegte Weg dÖ, dividiert durch dt Dafür werden wir zur 
Abkürzung sagen: Der in der unendlich kleinen Zeiteinheit zurück- 
gelegte Weg. ^^ . j 

Die Geschwindigkeit ist also ein Vektor, der zwaic^im allge- 
meinen vom Bezugssystem abÖanglg^ aber unabhängig von der 
WanTemes unter allen den Bezugssystemen ist, die zeitlich eine 
unveränderliche Lage gegeneinander haben. ^^; ,,/,^. , 
^ Vpn der Geschwindigkeit mc5 Körpers ohne^B^ug auf ein be- 
stimmtes Koordinatensystem — einei} sogenannten absoluten Ge- 
schwindigkeit — zu reden, ist sinnlos,' denn die Geschwindigkeit 
eines Körpers ist gamicht definierbar. •^) 

Nennen wir die rechtwinkligen Komponenten der Geschwindig- 
keit t) eines Punktes mit den Koordinaten ä", y, z t)^, t) , ö^, so ist 

dx . ^ dy • ^ dz . /.\ 

Der absolute Wert der Geschwindigkeit ist 

ft='V=yP+y' + h' = yt>J+t>; +!>,'; (2) 

die Eichtimg^ikosinus der Geschwindigkeit gegen die Achsen sind 

frt Vi fc« 

cos (tJ, rr) - -^ ; cos (ü, 1/) = -^ ; cos(ö,^)--^. (3) 

Die Komponenten der Geschwindigkeit sind natürlich auch in 
zwei zeMich gegeneinander unveränderlichen Koordinatensystemen 
verschieden. 

Die Geschwindigkeit Eins hat ein Körper, der 1 cm in 1 sec zu- 
rücklegt. Die Dimension der Geschwindigkeit im CGS. -System ist 

[v] = [cm • ;sec"^] . 

5. Besohletmigiing. Unter Beschleunigung versteht man den 
in der unendlich kleinen Zeiteinheit erfolgenden Geschwindigkeits- 

1) Eine Zusammenstellung der Literatur über absolute Bewegungen 
findet sich bei A. Voß, Math. Enc, IV 1 S. 30ff. S. auch unten den 
Abschnitt über das Inertialsystem Nr. 65. 
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^zSiwaats. Wir haben es also mit einem Vektor zu tun, der sich 
nach den Kegeln der geometrischen Addition und Subtraktion als 
Differenz der Vektoren t) (^ + (?<) und t){t) ergibt; diesen haben 
wir noch durch dt zu. dividieren. 

Die Komponenten der Beschleunigung lauten 



dt 
ihr absoluter Wert ist 



dt)x • d^x 



dt 



usw. 



? 



ö|=VaM-y»+«» 



(1) 



(2) 



Falls die Geschwindigkeit ihre Richtung ändert, der Körper 
also eine krumme Bahn beschreibt, haben Beschleunigung imd Ge- 
schwindigkeit nicht dieselbe Richtung, denn der Vektor 

d\) = t)(t + dt) — t)(t) 

ist derjenige Vektor, der geometrisch zu t) addiert, t) + eZr» nach 
Größe und Richtung ergibt (vgl. Fig. 3). 



b+rfD 




Man kann den Vektor -tt in 

at 



zwei Komponenten in der Schmie- 
gungsebene der Bahnkurve zerlegen, 
von denen der eine tangential, der 
andere normal zur Bahnkurve ist. 
Die tangentiale Beschleunigungs- 
komponente ist der in der unend- 
lich kleinen Zeiteinheit erfolgte Geschwindigkeitszuwachs in Rich- 
tung der Bahn. War zur Zeit t die Geschwindigkeit in Richtung 

ds 
der Bahn -r-: , so ist sie zur Zeit t -\' dt in derselben Richtung 

ds . d^8 



"Fig. S. 



-f ;=— j dt^ also die tangentiale Beschleunigungskomponente 



dt ' dt 



d^s 

^*^dr- 



(3) 



Um die Normalbeschleunigung zu bestimmen, bezeichnen wir 
den unendlich kleinen Winkel zwischen den Richtungen von t) und 
t) + dö mit d^. Dann ist die Geschwindigkeitskomponente senk- 
recht zur Bahn zur Zeit t Null. In derselben im Räume festen 
Richtung ist aber zur Zeit t -\- dt die Komponente |t)|-fl['9' vor- 
handen, also findet in dieser Richtung ein auf die Zeiteinheit be- 
zogener Geschwindigkeitszuwachs |ö|*Tr~ 1^1 d~ di^^ if ®^^*' 
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wo E den Krümmungsradius der Bahn bedeutet. Die Normalbe - 
scbleunigung ist also 

6.-^'. (4) 

Bewegt sich ein Massenpunkt z. B. auf einem Kreise mit kon- 
stanter Geschwindigkeit, so ist zwar ü, = 0, aber 6^ hat den in 
(4) angegebenen Wert. 

Die Einheit der Beschleunigung ist die Geschwindigkeitszu- 
nahme um 1 in 1 sec. Die Dimension einer Beschleuni- 

LsecJ 

gimg a ist 

[a] = [cm sec~" ^] . 

Dynamik: Kraft; Ifewtonsehe Bewegnngsgleiclinngeii. 

6. Die Newtonschen Gesetze der Bewegung. Die Masse. 

In vielen Fällen kommt es vor, daß sämtliche Teilchen eines 
Körpers dauernd dieselbe oder genähert dieselbe Geschwindigkeit 
haben. Dann kann man von der Geschwindigkeit und der Be- 
schleunigung des Körpers sprechen. Sieht man von der räumlichen 
Ausdehnung ab, so ist die Bewegung des Körpers bereits durch 
die Bewegung eines unendlich kleinen Teilchens des Körpers be- 
stimmt. Man faßt dann den Körper als sogenannten „Massen- 
punkt" auf. 

Newton^) gibt zuerst eine Definition der Masse in der Form. 
daß die Masse das Produkt aus Volumen und Dichte ist. Dann 
stellt er folgende Bewegungsgesetze als Axiome auf: 

1. Jeder Körper beharrt im Zustande der Buhe oder der gleich- 
förmigen Bewegung in gerader Linie, wenn er nicht durch Kräfte 
gezwungen wird, seinen Zustand zu ändern (Trägheitsprinzip). 

2. Die Änderung der Bewegung^) ist proportional der Kraft 
und fällt der Bichtung nach mit ihr zusammen. 

3. Wirkimg und Gegenwirkung sind einander gleich. 

Mit Becht hat die moderne Kritik trotz der Anerkennung der 
großen Verdienste Newtons gegen diese Fassung der Axiome 
Einspruch erhoben.^) 



1) J. N e w 1 n , Philosophiae n aturdlis principia mathematica^ 2 Aufl., 
Cambridge 1713, p. 1 u. 12. 

2) Bewegung = motus ist im Sinne unserer heutigen „Bewegungs- 
größe^^ d. h. ftii das Produkt von Masse und Geschwindigkeit gebraucht. 

3) E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, historisch-kri- 
tisch dargestellt. 4. Aufl. Leipzig 1901, p. 253. 
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Denn das erste Gesetz gibt nur eine vom Bezugssystem ab- 
hangige Definition der Kraft Null, sie ist durch das zweite Gesetz 
überflüssig gemacht. Das zweite Gesetz gibt nur eine Definition 
der Kraft, die aber unvollständig ist, da die Masse nicht definiert 
ist, denn die Newtonsche Definition der Masse ist unbrauchbar, 
weil die Dichte nur als Verhältnis von Masse zum Volumen defi- 
niert werden kann. Das dritte Gesetz gibt allerdings eine Defi- 
nition des Massenverhältnisses, gehört also zum mindesten vor 
das zweite Gesetz. 

Dieselben Erfahrungstatsachen lauten nach Mach^) in ein- 
wandfreier Formulierung: 

1. Das Massenverhältnis zweier Körper ist dem Verhältnis der 
Beschleunigungen, die sie sich erteilen, wenn sie einander gegen- 
überstehen, umgekehrt proportional. 

2. Es zeigt sich, daß, wenn man auf Grund dieses Satzes das 
Massenverhältnis zweier Körper K^ und Zg als jn^g ^^^ ebenso das 
Massenverhältnis der Körper Jfg und JTg als (i^^ sowie das von K^ 
und £3 als fi^^ bestimmt hat, 

so daß man f^jg = ? f*28 ^ 5 fhs ~ ^ setzen kann, wo m^ 

m^ wij wij 

eine Größe ist, die für den Körper K^ charakteristisch ist und 
seine Masse genannt wird, ebenso wie mg resp. m^ die Massen 
von Zg resp. X3 heißen, und für diese Körper charakteristisch 
sind. 

3. Kraft ist das Produkt aus Masse und Beschleunigung. 

Der physikalische Inhalt dieser Kraftdefinition ist, daß die Be- 
schleunigung das Bewegungsbestimmende ist und durch die momen- 
tane räumliche Anordnung der Massen schon gegeben ist. 

Einheit der Masse ist das Gramm^ der tausendste Teil des 
Kilogramms. Das Kilogramm ist die Masse eines Platingewichtes, 
das bei Paris im Pavillon de Breteuil aufbewahrt wird. Ursprüng- 
lich war beabsichtigt worden, als IQlogramm die Masse eines 
Kubikdezimeters Wasser von 4® zu wählen, es hat sich jedoch 
später herausgestellt, daß das auf Grund dieser Definition ange- 
fertigte Normal-Gewichtstück um ungefähr 45 mgr zu groß ge- 
worden ist.^) 



1) E. Mach, l c, p. 258. 

2) Ch. Guillaujne, Rapports presentes an congr, dephys, 1, p. 99. 
Paris 1900. 
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Die analytische Formulierung des Newton sehen Gesetzes ist 
nach 3., wenn f die Kraft, a die Beschleunigung, m die Masse he- 
deutet, 

wa = f. (1) 

Einheit der Kraft ist diejenige, welche der Masse Eins die Be- 
schleunigung Eins erteilt. Diese Einheit führt den Namen Dyne 
(ßvvafiig = Kraft). Die Dimension einer Kraft ist 

[/*] = [gr • cm sec~ ^] . 

In rechtwinkligen Komponenten lautet (l) 

d*x - 



m 



dt' 

d^ 
dt^ 



- % (2) 



d*z , 

Hat man es mit n Massenpunkten zu tun, so gilt für jeden 
eine Vektorgleichung 

W^.Ö^. = f,. . * = l,2,...n (3) 

Sind andere als die betrachteten n Massenpunkte soweit von 
diesen entfernt, daß ihre Einwirkimg auf die n Massen unberück- 
sichtigt bleiben kann, so ist nach dem Reaktionsgesetz 

J'f.- = , (4) 

und das System heißt ein freies System. 

In rechtwinkligen Koordinaten lauten die Gleichungen (3) 
und (4) 

"^i^'^^i^ .- = 1,2,.. .,n (3') 



und 



usw. 



n n n 



:2L-0;2L = 0;21, = 0. (4') 



«=i t=i 1=1 



Häufig betrachtet man nur einen Teil des Systems. Für dieses 

Teilsystem gilt nicht mehr ^f « 0, und dann können die f Funk- 
tionen der Zeit und der Geschwindigkeit sein, während sie in 
freien Systemen, in denen keine nicht-mechanischen Erscheinungen 
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wie Wärme, chemische Veränderungen usw. auftreten, sondern nur 
reine Bewegungsvorgänge, erfahrungsgemäß bloße Funktionen der 
Koordinaten der Massenpunkte sind. 



Integrrale der Bewegriuigsgleicliungren. 

7. Das Integral der lebendigen Kraft. In dem zuletzt 
erwähnten Falle lassen sich sogar die Kraftkomponenten als par- 
tielle Differentialquotienten einer Funktion — V nach den betref- 
fenden Koordinaten ausdrücken, so daß z. B. 

t- = - H, (1) 

ist. Solche Kräfte heißen konservative Kräfte; die Funktion — V 
wird die Kräftefunktion, V die potentielle Energie oder das Po- 
tential genannt.^) Dann schreiben sich die Gleichungen Nr. 6 (S') 

d^, dv 

Multipliziert man die erste Gleichung (2) mit -^, die zweite 

mit -TT 1 die dritte mit -rr, addiert und summiert über alle Massen- 
dt ' dV 

punkte, so ergibt sich 

^ ^m, \(dxA^, (^W (^V\ = >- ^ 
dt Zj 2 Wdt) "^ \dt] "^ \dt) J dt ' 

Demnach ist 

r+F=A, (3) 

wo Ä eine Konstante ist und 

die kinetische Energie oder lebendige Kraft heißt. 



1) Lagrange, Berlin. Mem. de VÄc, 1777, p. 156, führte zuerst 
die Kräftefunktion ein. 
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Der Inhalt der Gleichung (3) ist: 

Die Summe von kinetischer und potentieller Energie bleibt zeit- 
lich konstant}) 

Da aber V nur von den Koordinaten der Massenpunkte ab- 
hängig ist, so bedeutet das im besonderen : Wenn sämtliche Massen- 
punkte wieder in dieselbe Lage kommen, wie zu einer früheren 
Zeit, so ist die kinetische Energie auch wieder dieselbe. 

Auch wenn kein Potential V existiert, ergibt sich aus den 

Gleichungen Nr. 6 (S') durch Multiplikation mit -jy usw. und 
darauf folgender Addition 



n n 



i=l 1=1 

WO (f,-, D,.) in üblicher Vektorschreibweise 

(f„t.,) = L^' + f,,^ + f,,§=|y.|t.Jcos(f„t.) (6) 

das skalare Produkt aus f^- and t),. bedeutet. 

Das skalare Produkt aus der Kraft und der Verschiebung (f,., 
eZ§^), d. h. das Produkt aus Kraft, Verschiebung und dem Kosinus 
des von diesen beiden Vektoren eingeschlossenen Winkels oder, 

was dasselbe ist, das Produkt aus der ^^^Kraft^"^^ I ^^^ ^^^ ^^^' 

. 1 . . j j Kraft ] r j« -D' T.X j (Verschiebung! 

jektion der (Verschiebung} ^^^ ^^ Richtung derj ^^^^ ^|, 

beißt die von der Kraft am i*®° Massenpunkt geleistete Arbeit. 

Gleichung (5) sagt also aus, daß die in der Zeiteinheit er- 
folgte Zunahme der kinetischen Energie gleich der in derselben 
Zeit von den Kräften geleisteten Arbeit ist oder in Formel 

dt dt ' ^^ 

(Hier soll d'Ä bedeuten, daß die Größe zwar unendlich klein ist, 
aber nicht das Differential dÄ einer Funktion Ä zu sein braucht.) 
Der Vergleich von (7) mit (3) ergibt, daß, wenn ein Po- 
tential existiert, die Abnahme des Potentials stets gleich der ge- 
leisteten Arbeit ist. 



1) In der Mechanik wurde dieser Satz der lebendigen Kraft zu- 
erst analytisch von Daniel BernouUi eingeführt. Berlin, Mäm. de 
TAc. 1748, p. 356 und 363, nachdem er von Galilei, Huygens 
und Johann BernouUi bereits früher benutzt worden war (vgl. 
A. Voß, Math. Ena. /Fl, p. 101). 
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Die Dimension der Arbeit oder der kinetischen oder der po- 
tentiellen Energie ist 

[T] =» [^] == [F] = [mv^] = [gl- cm» sec"»] . 

Einheit der Arbeit ist diejenige, welche gewonnen wird, wenn 
ein Körper, auf den die Kraft Eins (l Dyne) wirkt, sich in Rich- 
tung dieser Kraft um 1 cm verschiebt Dieselbe heißt 1 Erg 
(eQyov = Werk, Arbeit). 

8. Der Sohwerpunktsatz. Für den Fall des freien Systems, 
wo also die Gleichungen Nr. 6 f 4) resp. (4') gelten, folgt durch 
Addition der Gleichungen Nr. 6 (3') 



n 






n 



1=1 



1 = 1 



Dafür dürfen wir auch 

n 






ri ^. ^A = usw. (2) 

»=i 

schreiben, woraus wir durch zweifache Integration 



SnifX^ = a^ -\- \t usw. (3) 



t=i 



erhalten. Hier sind die a^, b^ usw. willkürliche Konstanten, die 
durch Anfangslage und -gesch windigkeit bestimmbar sind. 

Die Koordinaten des Schwerpunktes oder Massenmittelpunktes 
I, rj^ f sind durch die folgenden Gleichungen definiert 



n n 



^ ' Sm^ = ^m^Xf usw. , (4) 

1=1 /=i 

so daß die Gleichungen (2) auch 

_ « usw. (5) 
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und also 

5 == «1 + i^i^ usw. (6) 

geschrieben werden können. Sie sagen aus, daß der Schwerpunkt 
eines freien Systems sich stets geradlinig mit konstanter Geschmn- 
digkeit bewegt. 

Da (3) auch in der Form 



n 



^m,i,.==&i (7) 



n 



geschrieben werden kann, und ^m^Xf die a;- Komponente eines 



n 



Vektors ^m^ M^ ist, den man Bewegungsgröße des Systems nennt, 

so bedeutet (7): 

Die Bewegtmgsgröße eines freien Systems bleibt konstant 
Der durch (4) definierte Massenmittelpunkt ist vom Koordi- 
natensystem unabhängig, denn in Vektorschreibweise lautet (4) 

r = 4^, (8) 

wo r der Radiusvektor vom Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems bis zum Schwerpunkt ist. Wählen wir nämlich einen 
anderen Koordinatenursprung 0\ der im ersten System durch den 
Vektor a gegeben ist (Fig. 4), nennen den Vektor O^m^ r/ und bilden 

analog (8) r'=-^--, so wird, da 

r/ = r^ — a ist, 

r'«^^^^— = r — a. (9) 

Durch den Vektor r — a ist aber derselbe Punkt im neuen System 
gegeben, wie durch r im alten System. 

Bei der Bestimmung des Schwerpunktes eines gegebenen Massen- 
systems darf man, wie aus (4) ohne weiteres folgt, die Massen 
eines beliebigen Teilsystems in ihrem Schwerpunkt vereinigt 
denken. 

Ist das System nicht frei, so folgt durch Addition der Glei- 
chungen Nr. 6 (3') mit Benutzung von (4) und mit Einführung der 
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Gesamtmasse M == ^m. 

t=i 

n 

d. h. der Schwerpunkt bewegt sich so, als ob die Gesamtmasse in 
ihm vereinigt wäre, und als ob die Resultante aller Einzelkräfte 
in ihm angriffe. 

9. Der Stoß. Wünscht man nur die Geschwindigkeiten von 
sich stoßenden Körpern nach dem Stoße zu kennen, verzichtet man 
also auf die Bestimmung von Einzelheiten beim Stoße selbst, die 
sich nur durch Behandlung eines komplizierten Problems der 
Elastizitätstheorie ergeben, so genügt außer der Anwendung des 
Schwerpunktssatzes die Heranziehung des Energieprinzips oder 
eine diesem gleichwertige Aussage. 

Wir betrachten zunächst den einfachsten Fall, den geraden Stoß 
zweier Kugeln, d. h. wir nehmen an, daß die Zentrale im Moment der 
Berührung zugleich die Richtung der beiden Geschwindigkeiten Cj 
und Cj vor dem Stoße hat. Dann werden die Geschwindigkeiten 
der Kugeln v^ und v^ nach dem Stoße auch in diese Richtung 
fallen. 

Geben wir den c und den v in einer bestimmten Richtung das 
positive Vorzeichen, so ergibt der Schwerpunktss^tz die Beziehung 

m^v^ + Wjt?j = mjCi + WaCg . (l) 

Bei vollkommen elastischen Körpern muß auch die kinetische 
Energie nach dem Stoße gleich der kinetischen Energie vor dem 
Stoße sein, d. h. es gilt 

2 ' 2 2 '" 2 ' ^^ 

Aus (1) und (2) folgt 

1 m^ -f Wg Wi + w, ,gN 

_ w^i Cj + w,c, Wi (Ci — c,) 
* Wj + W, Wj + w, ' 

und es ergibt sich, daß die Relativgeschwindigkeit {y^ — v^ nach 
dem Stoße ihrem absoluten Wert nach gleich der Relativgeschwin- 
digkeit I Cj — Cj I vor dem Stoße ist; in Formel 
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Ruhte die Kugel II vor dem Stoße (c^ =f 0), so ist nachher 

y _ % -- m, ^ , ^ ^ 2m, ^ ,^. 

^ Wi + Wg ^ ' ^ m, + Wg ^ * ^ '' 

Haben die Kugeln gleiche Masse (m^ =» mg), so wird 

Vi = Cj ; v^=^c^, (6) 

d. h. die Körper tauschen ihre Geschwindigkeiten einfach aus. 

Ist der eine Körper eine Wand von sehr großer Masse (cg = ; 
Wg = oo), so wird 

^1 ^1? «^2 = ö- (7) 

Die erste Kugel ändert nur die Richtung der Geschwindigkeit, 
die Wand bleibt fest. 

Beim Stoß vollkommen unelastischer Körper haften die Kugeln 
nach der Berührung dauernd aneinander, es gilt also außer dem 
Satz von der Erhaltung der Bewegungsgröße (l) noch die Glei- 
chung 

v^v^^v^, (8) 

so daß aus (l) und (8) 

IWl + Wj ^ ^ 

folgt. 

Hierbei ist ein Teil der kinetischen Energie verloren gegangen, 
denn es ist 

T T - ^*» ^ 2 4- ^* .. 2 ^1 + ^2 ,,2 



^/"^7 , (c, - c,y. (10) 



Diese Energie hat sich in den dauernd deformierten Körpern resp. 
in der in Schwingungen versetzten Luft in Wärme verwandelt. 
Die Zwischenzustände zwischen vollkommen elastischen und 
vollkommen unelastischen Stößen lassen sich nach Versuchen, die 
bereits Newton angestellt hat, durch einen Restitutionskoeffizien- 
ten k beschreiben ^), der durch das Verhältnis der Relativgeschwin- 
digkeiten nach und vor dem Stoße, definiert ist 

v^ — v^ ^k(c^ — Cg). (11) 



1) W. Thomson u. P. G. Tai t, Handbuch d. theor. Phys. 1, 1. Teil, 
Braunschweig 1871 S. 236. 



16 Kapitel I. Die Grandmaße und -Begriffe der Mechanik 



Dann wird 



^ Wj + »*j Wj + w. 



(12) 



■2 



und der Energieverlust beim Stoß 



nit tfic 



^o-T= ~^^^ (c, - o,f (1 - .«) 
Nach Messungen von Westphal^) ist fftr 



(13) 





Eugelradius 


k 


Stahlkugeln. . . . 


1,85 cm 


0,9974 


„ .... 


2,20 „ 


0,9934 


Glaskugeln .... 


2,66 „ 


0,9881 


Elfenbeinkugeln . . 


1,86 „ 


0,9664 


71 • • 


2,6 „ 


0,9660 



Der schiefe elastische Stoß möge geometrisch behandelt werden.*) 
Es stelle OC^^^c^ (Fig. 5) die Geschwindigkeit der Kugel 1 nach 
Größe und Richtung dar und ebenso 00^^=^ c^ die Geschwindigkeit 

der Kugel 2. 

Dann ist C^ ^i = ^i — Cg die Relativ- 
geschwindigkeit der Kugel 1 gegen die 
Kugel 2. Durch den Punkt 8 werde C^ C^ 
im Verhältnis m^ : m^ geteilt, so daß 




Fig. 5. 



OS 



c^s 


: ÄCi — »»1 


: Wg, 


also 






C,S = 


C,C,' 


Wl 






Wi +m, 




ist. 


= (c. 
Dann ist 


-^2) 


Wj -f- tWj 




L/'/. 


.\ ^^1 




CiWi4-C, 


m. 



(14) 



- 00, + C,Ä = c. + (c. - c,) -^^ - = ?'-^?L±5.»?». (15) 

die Geschwindigkeit des Schwerpunktes von m^ und m^ , also sind 
SC^ und /S^Cg die relativen Geschwindigkeiten von m^ und wtj 
gegen den Schwerpunkt. 



1) W. Westphal, Verh, d. deutsch, phys. Ges. 11, 1909, S. 273. 

2) Vgl. L.Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie 1, Leipzig 1896, 
S. 19. 
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Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes wird nun nach dem 
Schwerpunktsatz (Nr. 8) durch den Stoß nicht modifiziert. 

Ziehen wir durch 8 die Gerade PQ parallel der Zentralen im 
Moment des Stoßes, so werden die Komponenten von SC^ und 8C2 
senkrecht zur Zentralen PQ durch den Stoß nicht verändert. Die 
in die Eichtung von PQ fallenden Komponenten mögen vor dem 
Stoße Pi und pg^ ^^-oh dem Stoße p^ und p^ sein. Dann ist nach 
dem Schwerpunktssatz 

m^p^ + rn^Pi = '^iPi' + ^si^s' = ^ (16) 

und nach dem Energieprinzip 

m^Pj^ + Wgi^a^ == wip/^ + W2P2'* . (17) 

Aus diesen Gleichungen folgt entweder 

i?i' = JPi; P2=Pu (18) 

oder 

Nur das zweite Lösungssystem ist mit der TJndurchdringlich- 
keit der Kugeln vereinbar, es wird also nach dem Stoß die Rela- 
tivgeschwindigkeit von m^ und w^ gegen S durch 8C^' resp. 8C2' 
dargestellt sein, wenn C^C^ mit PQ nach der anderen Seite den- 
selben Winkel einschließt wie C^Cg. 

Also sind OC^' und OC^ die Geschwindigkeiten t;^ und V2 
von m^ und m^ nach dem Stoße. 



n 



10. Der Fläohensatz. Außer der Bedingung Nr. 6 (4) ^f^= 
gilt für ein freies System noch die weitere Bedingung 

^[^„« = 0^) (1) 

oder in rechtwinkligen Komponenten 

m 

n 

-^(y<f*. - «J J =- 1SW- (2) 



«=1 



1) Unter % == [^, S3] ist, wie üblich, das Vektorprodukt der 
beiden Vektoren % und SB verstanden, d. h. ein Vektor, dessen Betrag 

t^|*|^|8in(^,$) ist, und dessen Riebtang senkrecht auf der durch 
% und ^ bestimmten Ebene steht, und zwar so, daß eine Drehung 
des Vektors H auf kürzestem Wege in die Richtung des Vektors §8 
und eine gleichzeitige Vorwärtsbewegung in Richtung des Vektors (S 
eine Rechtsschraubung darstellt. 

Weber n. Gans: Bepert. d. Physik. I. 2 
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Man nennt die auf der linken Seite stehende Summe das Dreh- 
moment der Kräfte bezüglich des Koordinatenursprungs. Es ist bei 
einem freien System vom Anfangspunkte der r,- unabhängig, denn 
setzen wir 

so ist 

-^[r„ f J = 2[t:, y -^[a, fj = 2K y , (3) 

denn ^[a, fJ = [a, ^fj = 0, da in einem freien System ^f. 
= ist. 

Im nichtfreien System gilt (3) nur, wenn a ||^f^ ist, d. h. 
wenn die Verbindungslinie der Koordinatenursprünge parallel der 
Gesamtkraft ist. 

Aus der Gleichung Nr. 6 (3) folgt durch vektorielle Multipli- 
kation mit r^ und Summation über alle Massenpunkte 



n , n 



also in einem freien System wegen (l) 

i:-.^'S]=o- (6) 

«•=1 

Hieraus ergibt sich durch partielle Integration, wenn man be- 

dt 
achtet, daß ^ = t),. und [ü,., oj = 0, also 

h'S] =- Tt l^o f J (6) 

ist, 

ji^fn^lt,, ü,] ^ , (7) 

eine Gleichung, aus der durch Integration 



^m, [r,., öj -^^m^t,, -^] = Konst. (8) 



»=1 <=1 

folgt. 

In Komponentenschreibweise lautet (8) 



^^i {Vi^i — ^iV^ ^ ^1 usw. (8') 



• =i 
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Da der absolute Wert von [r^ drj gleich dem Inhalt des Pa- 
rallelogramms mit den Seiten r^ und dx^ ist, so steht links die 
doppelte geometrische Summe der von jedem Radiusvektor in der 
Zeiteinheit überstrichenen Fläche nach Größe und Stellung, mit 
der Masse multipliziert. 

Für jedes freie System existiert also ein durch (8) gegebener 
im Eaume fester Vektor, der Drehimpuls oder das Moment der 
Bewegungsgröße. Die zu ihm senkrechte Ebene heißt die inva- 
riante Ebene. 

Gleichung (8) ist der sogenannte Flächensatz. 

(4) in Verbindung mit (6) sagt aus, daß in einem beliebigen 
System der in der Zeiteinheit erfolgte Zuwachs des Drehimpulses 
nach Größe und Bichtimg gleich dem Drehmoment ist. 

Aus der Gleichung Nr. 8 (7) folgte, daß (Bin freies System, dessen 
Schwerpunkt ruht^ durch seine inneren Kräfte denselben nicht in 
Bewegung setzen kann (Rückstoß der Geschütze). 

Ein wesentlicher Unterschied besteht aber zwischen Nr. 8 (7) 
und Nr. 10 (8'), der darin begründet ist, daß die linke Seite von 
Nr. 8 (7) der vollständige Differentialquotient einer Fimktion der 

Koordinaten ist, nämlich von ^tn,.r^. dagegen die von (S') nur 

die durch dt dividierte unendlich kleine Größe ^w»,.[r^, drj. 

Daher ist es möglich, daß der Ausdruck / Smf[Xf. dv^ nicht die 

Summe Null hat, auch wenn alle Punkte wieder in ihre Anfangs- 
lage zurückgekehrt sind. 

So kommt es, daß ein freischwebendes, allen äußeren Kräften 
entzogenes Wesen seinen Schwerpunkt zwar durch Bewegungen 
der einzelnen Teile gegeneinander nicht verlegen, sich aber wohl 
um eine beliebige Achse drehen kann, indem ein Teil des Wesens 
(z. B. der eine Arm eines Menschen) fortwährend im selben Sinne 
in einer Ebene senkrecht zu der fraglichen Achse eine Fläche be- 
schreibt (Schwimmbewegung mit einem Arm). Dann muß nämlich 
der übrige Teil des Körpers sich im anderen Sinne um dieselbe 
Achse drehen. So kann die Katze bewirken, daß sie beim Fallen 
immer auf die Füße zu stehen kommt. 

Demonstrieren kann man den Flächensatz folgendermaßen: 
Man stelle sich auf einen um die Vertikale drehbaren Schemel, 
nehme ein Gewicht in die Hand, mache mit dem einen Arm die beim 
Schwimmen übliche Bewegung in einer horizontalen Ebene; dann 
wird sich der Schemel im entgegengesetzten Sinne drehen. Noch 
prägnanter ist folgendes Experiment: Man setze ein Rad, z. B. das 
eine Rad eines Fahrrades, dessen Pneumatik man durch einen 

2* 
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Bleireifen ersetzt hat, auf eine Achse, um die es sich drehen kann, 
wenn man es etwa durch eine Ereiselschnur in Rotation yer- 
setzt. Nimmt man die Achse, auf dem Drehschemel stehend, in 
die heiden Hände, so daß dieselbe horizontal ist, so wird der 
Schemel sich in Botation versetzen, sobald man die Achse in die 
vertikale Lage bringt. Dreht man die Achse herum, so daB das 
obere Ende nach unten gerichtet wird, so ändert sich der Drehungs- 
sinn des Schemels. Läßt man durch irgend einen anderen den 
Schemel für einen Moment festhalten, während die Achse mit dem 
rotierenden Rade vertikal steht, so wird, wenn man das Rad 
bremst, indem man es gegen die Brust drückt, der Schemel wieder 
in Rotation kommen. 

Die linke Seite von (8) ist vom Koordinatensystem nur un- 
abhängig, wenn entweder der Schwerpunkt ruht, oder wenn die 
Verbindungslinie der Koordinatenanfangspunkte parallel der Be- 
wegung des Schwerpunkts liegt, denn wenn 

r/=r^4-a 
ist, so ist 



Kapitel 11. 

Die Prinzipe der Mechanik. 

Statik. 

11. Das Prinzip der virtupllenVerscliiebungen. Ein System 
von n freibeweglichen Massenpunkten ist im Gleichgewicht, wenn 
auf keinen Massenpunkt eine Kraft wirkt, d. h. wenn 

fix = 0; f,y = 0; f,. = 0. .--1.2. ..,n (1) 
Diese 3n Gleichungen können in die einzige 



n 



^Oix Sx, + f,, dy, + f,. äg,) = (2) 

zusammengefaßt werden, wenn wir unter 6^^(öx^, öy^, dz^ eine 
beliebige gedachte (sogenannte virtuelle) unendlich kleine Ver- 
schiebung verstehen. Denn wegen der vollkommenen Willkürlich- 
keit der Verschiebungskomponenten ist (2) mit (l) identisch. 
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Daß die Gleichung (2) vom Koordinatensystem unabhängig 
ist, erkennt man an der Gleichung in Vektorschreibweise 

J(f„ 8i,) = 0. (3) 

Da dieser Ausdruck die Arbeit ist, welche die KJräfte bei den Ver- 
schiebungen ö§f leisten, so lautet (2) resp. (3) in Worten: 

Die Arbeit der Kräfte bei einer beliebigen virtuellen Verschie- 
bung muß Null sein. 

In Wirklichkeit hat nicht immer jeder Massenpunkt eine be- 
liebige Bewegungsfreiheit, sondern die tatsächlichen Verschiebungen 
unterliegen gewissen Bedingungen. Z. B. können das Bedingungen 
zwischen den Koordinaten von der Form 

sein. Hier muß natürlich m ^3n sein, weil sonst im allgemeinen 
überhaupt kein Lösungssystem existiert. 

Solche Bedingungen sind z. B. starre Verbindungen oder die 
Vorschrift, daß ein Massenpunkt bei der Bewegung auf einer festen 
Kurve oder Fläche bleibt usw. 

Dann sind die möglichen Verschiebungen an die Gleichungen 
geknüpft 



n 



Physikalisch gesprochen werden die durch (4) gegebenen Be- 
schränkxmgen der Bewegung nicht in Strenge erfüllt sein, sondern 
die Gleichungen bedeuten, daß zwar in jeder Lage alle Verschie- 
bungen öx^^ öy^^ Ö0^ möglich sind, daß aber, wenn eins der g) 
bei einer Lage der Massenpunkte auch nur unendlich wenig von 
Null abweicht, dadurch sofort sogenannte Zwangskräfte (elastischen 
Ursprungs) hervorgerufen werden, die eine endliche Abweichung 
der Größe m von Null verhindern. 

Durch Berücksichtigung dieser elastischen Deformationen zeigt 
z. B. Helmhol tz^), daß auf den i*®^ Massenpunkt eine Kraft mit 
der a; -Komponente 

m 



1) H. V. Helmholtz, Vorlesungen über theor. Physik 1. Abteiig. 2. 
Leipzig 1898. S. 281 ff. 



U.+2 
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wirkt, die also im Falle des Gleichgewichts Null sein muß. Die 
m Koeffizienten iL sind dabei aus den 3n Gleichungen 

m 

l|?^-.0 (6) 

nicht zu bestimmen. Wohl aber reichen diese Beziehungen zu- 
sammen mit den m Gleichungen (4) zur Bestimmung der 3w+ni 
Größen x^,y^, z^,.,.,x^, y^, z^, X^, Ajj, . . ., A^ aus. 

Wir können uns dieses Resultat dadurch deutlich machen, daß 
wir die Lage des Systems in einem bestimmten Moment durch 
einen Punkt in einem 3n-dimensionalen Baume darstellen, dessen 
Koordinaten die x^^y^^z^^ . . . » i^^^«» y„, ^„ sind. In diesem Baume 
stellt jede der Gleichungen (4) eine Fläche dar, in der der Punkt, 
welcher die Lage des Systems repräsentiert, dauernd zu bleiben 
gezwungen ist. 

Diese Fläche wird auf den Punkt eine Krafb ausüben, welche 
die Bichtung der Flächennormale hat. Da aber die Bichtungs- 
kosinus der Normalen gegen die Koordinatenachsen den Größen 

-K~ , -^ 7 • • • » ö^ proportional sind, so wird diese Zwangskraft 

die Komponenten X ^^ , . . . , 1 ß— haben. 

In der Ausdrucksweise, die unserem wirklicher; Baum und 
dem wirklichen System angepaßt ist, bedeutet das aber, daß durch 
jede Bedingung (4) eine a;- Komponente der auf den %^^ Punkt 

wirkenden Zwangskraft von der Größe X -~^ zur entsprechenden 

Komponente f^^ der äußeren Kraft hinzukommt, so daß im Falle 
des Gleichgewichts sich die 3w Gleichungen (6) ergeben. 

Anstatt der Gleichungen (6) kann man nun die einzige Gleichung 



n m 



»■ = 1 /* = i 

schreiben, wo die ^x^^ ... ganz willkürliche Größen sind. 

Diese Gleichung kann aber ersetzt werden durch die Gleichung 

n 

^^\iM + \iM + \iMh = 0, (8) 

in der die ^x^^ ... nun nicht mehr willkürlich sind, sondern den 
Bedingungen (5) zu genügen haben; das bedeutet, daß die Glei- 
chungen (4) erfüllt sein müssen. 
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Denn variiert man (4), multipliziert jede mit einem Lagrange- 
schen Multiplikator X und addiert das Produkt zu (8), so kommt 
man in der Tat auf eine Gleichung der Form (7), in der nun die 
öx^, . . . ganz willkürlich sind. 

Die in (8) vorkommenden da?^, . . . sind also gedachte Ver- 
schiebungen, die mit den Nebenbedingungen (4) verträglich sind, 
sogenannte virtuelle Verschiebungen. 

Gleichung (8) ist ein Ausdruck des Prinzips der virtuellen Ver- 
schiebungen (auch Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten ge- 
nannt); dies schreibt vor, daß dann Gleichgewicht herrscht, wenn 
die Kräfte bei keiner virtuellen Verschiebung Arbeit leisten. All- 
gemeiner lautet (8) 

. 2{\i. Sx.^^iy Sy, + f,. Sz^ ^ , (8 ') 

• = 1 

wo das < nur fiir irreversible mit den Zwangsbedingungen ver- 
trägliche Verschiebungen gilt, d. h. für solche, bei denen eine Ver- 
schiebung in entgegengesetzter Richtung unmöglich ist. 

Für praktische Anwendungen ist auch die Größe der auf den 
Punkt a;^., y^, z^ wirkenden Zwangskraft, deren a;> Komponente 

m 

^, X -«-^ ist, von Wichtigkeit, da man durch sie ein Urteil über 

die Beanspruchung der sogenannten festen Verbindungen (wie 
Stangen, Schienen, Lager usw.) bekommt. 

12. Stabilität des Gleiohgewiohts. Für Lagen, in denen die 
umgekehrte Richtung jeder möglichen Verschiebung auch eine mög- 
liche Verschiebung ergibt, folgt, wenn die Kräfte ein Potential 
(vgl. Nr. 7) haben, aus Nr. 11 (8) 

cJF^O, (1) 

d. h. in der Gleichgewichtslage hat das Potential einen Grenzwert. 

Es läßt sich zeigen, daß das Gleichgewicht in einer bestimm- 
ten Lage stabil ist^), wenn V in dieser Lage ein Minimum besitzt. 

In einer bestimmten Lage habe V den Minimumswert Fq. Man 
bringe das System in eine etwas andere Lage, in der F= Fj ist 
und die kinetische Energie den kleinen Wert T^ habe. Dann ist 
Fj — Vq eine kleine positive Größe. 

Ln weiteren Verlaufe der Bewegung muß nach dem Energie- 
prinzip dauernd 

1) P. Lejeune Dirichlet, Grelles J. 32, 1846, S. 86 « Werke 2, 
Berlin 1897, S.6. 
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T + V-T. + V^ (2) 

sein. Da aber V1>V^ ist, so wird stets 

sein, d. h» unter einer von der Anfangsstörung abhängigen Grenze 
bleiben. 

Da femer T wesentlich positiv ist, so folgt aus (2), daß 



oder 



F< r, + F, 



sein wird. 

Das System kann sich also nur wenig aus der Gleichgewichts- 
lage entfernen und nur kleine Geschwindigkeiten annehmen. 

Hat V für eine Gleichgewichtslage kein Minimum, so iist im 
allgemeinen — wenn dort keine Häufungsstelle von Gleichgewichts- 
lagen vorhanden ist — das Gleichgewicht labil ^), d. h. auch bei 
noch so kleiner Störung wird sich das System aus der Gleichge- 
wichtslage entfernen. 

Für die Praxis ist nicht nur die Frage von Interesse, ob das 
Gleichgewicht überhaupt stabil ist, sondern auch die Frage, wie 

stabil es ist. 

Von diesem Gesichtspunkte aus definiert 

man z. B. als Standsicherheitsmoment die Arbeit, 

^ 1^' die notwendig ist, um einen starren Körper aus 

ff sf^-—- B dör Gleichgewichtslage in diejenige Lage zu 

bringen, in der er gerade aufhört, von selbst in 
die Gleichgewichtslage zurückzukehren. 

Bei einem parallelepipedischen Körper, dessen 
Schwerpunkt S den Abstand s von der Grund- 
fläche hat (Fig. 6), kommt der Höhenunterschied 
zwischen S und S' in Frage, wo S' die Lage 
des Schwerpunktes ist, wenn der Körper soweit 
um die Kante Ä gekippt ist, daß der Schwerpunkt gerade über 
der Kante liegt. Bezeichnen wir den Abstand OÄ mit 5, so ist 

S'JB = S'Ä - AB ^SA - ÄO -l/^M^— 5. 
Ist s groß gegen 6, so wird 

2s' 




Fig. 6. 



1) Vgl. die Literaturangaben zu dieser Frage bei P. Stäckel, 
Math. Enc, IV 1 S. 467. 
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also das Standsicherheitsmoment Mg — , wenn M die Masse des 

Körpers, g die Erdbeschleunigung bedeutet. 

Natürlich kann das Standsicherheitsmoment für die verschie- 
denen Kanten der Grundfläche verschieden groß sein. 

Für eine Mauer der Höhe H^ der Breite B und der Länge L 

ists — ~, & = ~,Jlf=» BLH' <y, wenn c die Dichte des Mate- 

rials ist, also ist das Standsicherheitsmoment -^f'X von der Höhe 

unabhängig. 

13. Statik des starren Körpers.^) Ist der Körper, den wir 
betrachten, starr, so ist die Verschiebung aller Massenpunkte um 
dieselbe Strecke in derselben Richtung möglich, d. h. aus der 
Gleichung Nr. U (3) wird für 



n 



und da dd jeden beliebigen Wert haben kann, so muß 

n 
• =1 

sein, oder in rechtwinkligen Komponenten 

n n 71 

-2'f,. = 0; ^f,„ =- 0; 2\i, = 0. 



(2) 



(3) 



(4) 



xi,y\,Zi 



<=i t=i »=1 

Ferner ist eine Drehung imi den Winkel 6%^^ um die a?- Achse 
eine virtuelle Verschiebung. Für z 
eine solche Drehung ist aber^ wie ^^ 
die Fig. 7 ergibt, 

öXi = 0; *y^= Qi6x^ cos (*«<, y) 

d.h. 

und ebenso 

wenn^i die Entfernung des Punktes a;^, y^, jp^ von der x- Achse bedeutet. 




y 



1) S. z. B. Lagrange, Mecanique andtytique 1, Teil 1, 4. Ausg. 
Oeuvres 11, Paris 1888. 
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Substituiert man diese Werte für die virtuellen Verrückungen 
in Nr. 11 (8), so ergibt sich 

n 

Da aber auch Drehungen um die y- und ;e:-Achse möglich sind, 
so gilt allgemeiner 

d'Ä = %Sx, + 9t/zv i- %h, - , (5) 

WO 31^ die a;-Eomponente des Drehmoments der Kräfte bezüglich 
des Eoordinatenursprungs bedeutet, d. h. es ist 

n 

% - J(^J*« - <^iU (6) 

n 

oder in Vektorschreibweise 



3i=^[r„y. (60 



»=1 



Da die ^x^i ^Xy^ ^X$ 8^^^ willkürlich sind, muß 5R^=9iy=9i,= 
sein. 

In Worten : Damit ein starrer Körper im Gleichgewicht ist, muß 
sowohl die Gesamtkraft (4) als auch das Gesamitdrehmoment (6) 
Null sein. 

14. Einfache Masohinen. a) Der Hebel}) Ein Hebel ist ein 
um eine feste Achse drehbarer Körper, an dem in beliebigen Punk- 
ten Kräfte angreifen könne u. Der Hebel ist im Gleichgewicht, wenn 
das Drehmoment um seine Drehachse Null ist. [r,., fj bedeutet 
das Produkt aus dem absoluten Wert der Kraft und dem Lot von 

^ der Drehachse auf die 

.."^ l^ / "-^ Kraftrichtung, dem soge- 

V ^^^ nannten Hebelarm. Es muß 




"~Ö ' \^ also (vgl. Fig. 8) 

Flg. 8, ^ PiZi-Pj,/j = (1) 



1) S. z.B. Ch. Huygens, Demonstratio aequiljbrii bilancis, Opera 
varia 1, p. 282, Nürnberg 1724. — L. Poinaot, Elements de statique, 
8. Ausg., Paris 1842, p.240. — H. Weber u. J. Wellstein, Eneyd. 
der Elementar- Math. ^ 3, 2. Aufl., Leipzig und Berlin 1910, S. 47. 
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sein. Das Produkt aus Ejraffc und Hebelarm heißt seit Lionardo 
da Vinci das statische Moment. Es müssen also die statischen 
Momente der am Hebel angreifenden Kräfte Null sein. Für Kräfte, 
die auf dem Hebel senkrecht stehen, 
war dieser Satz schon Archime- 
des bekannt. 

Die Eesultaiite von P^ imd Pg, 
in den Drehpunkt verschoben, 
ergibt den Druck des Hebels auf 
sein Achsenlager. 

Fig. 8 stellt einen zweiarmi- 
gen, Fig. 9 einen einarmigen Hebel ^ ^*8- 9 
dar. Bei ersterem greifen die Kräfte auf verschiedenen, bei 
letzterem auf derselben Seite der Drehachse an. 

Bei der Aufstellung der Gleichung (l) 
ist der Hebel selbst als gewichtlos angenom- 
men, resp. vorausgesetzt, daß der Unter- 
stützungspunkt der Schwerpimkt ist. Im 
anderen Falle muß bei der Aufstellung der 
Momentengleichung (l) das statische Mo- 
ment des Hebelgewichts bezüglich der Dreh- 
achse mit berücksichtigt werden, und bei der 
Bestimmung des Drucks auf das Achsenlager 
muß das Gewicht des Hebels geometrisch zu 
der Besultanten ausP^ und P^ addiert werden. 

b) Eine Abart des Hebels ist das Bad an der Welle, bei dem 
die mit der Welle durch ein Seil verbundene Last Q durch die an 
einem fest auf die Achse aufgesetz- 
ten Rad wirkende kleinere Kraft P im 
Gleichgewicht gehalten wird, wenn(vgl. 
Fig. 10) 




Pig. 10. 



F'U^Q^r, 



ist. 




Fi«. 11. LJ LJ 



c) Feste imd lose BoUe. 

Bei der festen Rolle (Fig. 11) muß 
nach dem Prinzip der virtuellen Ver- 
schiebungen P=§ sein; denn durch die 
Seilverknüpfung ist dafür gesorgt, daß 
die Verschiebung dz der Kraft P in Richtung des wirkenden Ge- 
wichts gleich imd entgegengesetzt der Verschiebung von Q ist, also 
ist die virtuelle Arbeit d'Ä =^ Pöz — ö^^> ^^^ diese ist gleich 
Null, wenn P '^ Q ist. 
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Fig. 12. 



Bei der losen Rolle (Fig. 12) dagegen 
ist, wenn dz äie Verschiebung von P nach 
unten ist, dz/2 die Verschiebung von Q 
nach oben, also muß im Falle des Gleich- 
gewichts ^ _ ^^ 

sein. 

In ähnlicher Weise ergibt sich als 
Gleichgewichtsbedingung beim Potenz- 
flaschenzug (Fig. 13 und Fig. 14) 

wenn wlose Rollen verwendet sind. (In den Fig. 13 u. 14 ist w= 3.) 

d) Bei der schiefen Ebene ist die Arbeit der K[raft bei einer 

Senkung des Gewichts um dz (Fig. 15) gleich Pöz'^ die hierbei 

////////////// ^^o^S^^^^ Arbeit der Last ist 

also muß für den Fall des Gleichge- 
wichts 

P == § sin a 

sein. Die Kraft, 
welche die Last Q 
auf die Unterlage 
ausübt, beträgt 

JR == Q cos a . 

Als Modifikatio- 
nen der schiefen 
Ebene sind noch 
Schraube und Keil 
zu nennen. 




Fig. 18. 



Fig. 14. 



Fig. 15. 
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Für den Keil gut (Fig. 16) 

wenn h die Breite des Kückens, l die Länge der Kanten bedeutet. 



Dynamik« 

15. Das d^Alembertsche Prinzip; die Lagrangesohen 
Oleiohungen. Um ein allgemeines Prinzip zu finden, das die Be- 
wegungen von Massenpunkten unter dem Einfluß von Kräften und 
starren Verbindungen beherrscht, stellte d'Alembert folgende 
Überlegungen an, durch die das dynamische Problem auf eine 
Gleichgewichtsaufgabe zu- 
rückgeführt wird: 

Die wirklichen Be- 
schleunigungen i^ würden, 
wenn keine Zwangsbedin- 
gungen vorhanden wären, 
Kräfte f/=»»»^ü^ verlan- 
gen. Diese werden aufge- 
hoben durch Kräfte — f/, 
so daß also die wirklichen 
Kräfte f,. zusammen mit 
den Kräften — f/ unter 
Berücksichtigung der Be- 
dingungsgleichungen im 
Gleichgewicht sein müs- 
sen, oder unter Anwendung des Prinzips der virtuellen Ver- 




rückungen (Gleichung Nr. 11 (3)) 

i'((f.-».t).".)s«^ 



(I) 



in Koordinaten: 



n 






(2) 



(1) resp. (2) heißt das d'Alembertsche Prinzip. Da diese Formel 
eine Gleichgewichtsbedingung in jedem Moment repräsentiert, so 
muß bei der Bildung der virtuellen Verschiebungen die Zeit t als 
konstant angesehen werden, darf also nicht mit variiert werden, 
d. h. wenn die Bedingungsgleichungen 
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die Zeit explizite enthalten, z. B. wenn ein Massenpunkt gezwungen 
ist, auf einer bewegten Fläche zu bleiben, so müssen die vir- 
tuellen Verschiebungen doch der Gleichung Nr. 11 (5) genügen, 
während die in der Zeit dt wirklich eintretenden Verrückungen 
durch die Beziehungen 

» = i • 

verknüpft sind.^) 

Dasselbe Verfahren, welches im Falle des Gleichgewichts aus 
Nr. 11 (4) und (8) die Gleichungen Nr. 11 (6) ergab, läßt aus dem 
d'Alembertschen Prinzip (2) die Lagrangeschen Gleichtmgen 
folgen 

^i'W'^^i''^ 2j^t^Jx^^' < = 1,2....,« (5) 

16. Die Variationsprinzipien. um das d'Alembertsche 
Prinzip umzuformen, denken wir uns die wirkliche durch a;^, y^, z^ 
*(i = 1, 2, . , ., n) gegebene Lage als Punkt in einem Baume von 3n Di- 
mensionen dargestellt und entsprechend den Inbegriff der zeitlichen 
Aufeinanderfolge der einzelnen Lagen als Bahn dieses Punktes. 
Der Anfangspunkt p^ der wirklichen Bahn werde zur Zeit t^ vom 
System eingenommen, ein beliebiger Punkt p (x^, y^ z^ zur Zeit t^ 
der Endpunkt p^ zur Zeit ^. Dieser wirklichen Bahn ordnen wir 
eine variierte Bahn zu, welche zu denselben Zeiten t^ und ^ durch 
denselben Anfangs- und Endpunkt p^ und p^ geht, so daß dem 
Punkte p mit den Koordinaten a;,., «/,., z^ zur Zeit t der Punkt 
x^ + da?,., y^ + dy<, z^ + öz^ zur Zeit t -^ öt auf der variierten 
Bahn entspricht. 

Dann ist^) 

^dx^ dtddx^ — dx^dSt , v 

*dT dt* "' W 

also 

» = 1 

Aus Nr. 15 (2) folgt für reversible Verrückungen durch par- 
tielle Integration 



1) Vgl. hierzu die Kritik bei A. Voß, Math, Ene. 4, 1, Nr. 29 u. 36. 

2) Da ddt^8dt\ d8x=^$dx. 
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»«1 ««sl 



i2(».>.+ -)-2("-^''^'+-) 



n 



2 



2jihJx, + ---)~ä'Ä. (3) 



Multiplizieren wir diese Gleichung mit dt, integrieren von t^ 
bis ti und berücksichtigen, daß die öx^, ... an beiden Grenzen 
verschwinden, so folgt 



u u 



fö'Ä . dt +fdt(dT+2T^ - 0. (4) 

Diese Gleichung kann nun in verschiedener Weise spezialisiert 
werden. 

17. Das Hamilton sobe Prinzip. Nehmen wir z.B,öt=^0 
an, d. h. ordnen wir dem Punkte pix^y^z^ zur Zeit t den Punkt 
p{pi + ^^it Vi + ^Viy ^i + ^^i) a^ch zur Zeit ^ zu, so erhalten 
wir aus der Gleichung Nr. 16 (4) 

Jdt{ö'Ä + ÖT] «0, (1) 

das sogenannte Hamilton sehe Prinzip. 
Sind die Kräfte konservativ, so ist 

d'Ä^ — ÖV, 
also haben wir 

öf{T-y)dt^O. (2) 

In (l) und (2) ist die Zöit also nicht mit zu variieren. Um- 
gekehrt läßt sich aus (1) das d'Alembertsche Prinzip wieder ab- 
leiten; beide Prinzipien sind also einander gleichwertig und auch 
gleichwertig mit den Lagrangeschen Differentialgleichungen.^) 

18. Das Maupertuissobe Prinzip der kleinsten Wir- 
Icung. Spezialisieren wir Gleichung Nr. 16 (4) so, daß 



1) Vgl. G. Kirchhoff, Vorlesungen über Mechanik^ 4. Auflage, 
Leipzig 1897, S. 27. 
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d. h. daß die Differenz der kinetischen Energien in den zugeord- 
neten Punkten p und p gleich der von den Kräften bei der Ver- 
schiebung von p nach p geleisteten Arbeit ist, wie es das Energie- 
prinzip verlangen würde, ohne daß damit zunächst angenommen 
ist, daß bei der wirklichen Bewegung das Energieprinzip erfüllt 
ist, so folgt aus Nr. 16 (4) 

f{6T . di + Tddt) = dJTdt = , (l) 

das Prinzip der kleinsten Wirkung oder kleinsten Aktion von Mau- 
pertuis, das übrigens in seiner strengen analytischen Fassung von 
Euler^) stammt. 

Sind die Bedingungsgleichungen von der Zeit unabhängig, 
so gehören die wahren Verschiebungen zu den virtuellen, und 
man kann anstatt der virtuellen Verschiebungen dx^^ . . . die in 

der Zeit dt wirklich eintretenden Verschiebungen -^d^, ...setzen. 

Substituiert man diese in das mit (1) gleichwertige d'Alem- 
b er t sehe Prinzip, so folgt als Ausdruck des Energiepiinzips 

T+7-Ä; (2) 

ferner ist 

Durch (2) und (3) lassen sich T und dt aus (l) eliminieren, 
und wir erhalten mit Jacobi 

dfYh - Vy^m.ds^^ =- . (4) 

Das Integral in dieser Gleichung erstreckt sich über die Bahn des 
Systems; die Zeit kommt in derselben gamicht mehr vor. 

Bei der wirklichen Bewegung muß die Wirkungsgröße, deren 
Variation auf der linken Seite der Gleichungen (1) und (4) 
steht, ein Grenzwert sein. Wählt man Anfangs- und Endlage nahe 
genug beieinander, so ist dieser Grenzwert ein Minimum.*) 

10. Die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art. Es 
sollen jetzt die Bewegungsgleichungen in generalisierten Koordi- 



1) L.Eni er, Methodus inveniendi, Ädditamentum II, p. [309] 311. 
Lausanne 1744. 

2) Vgl. Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, Werke, Suppl. 1884, 
p. 46. 
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naten q aufgestellt werden. Zu dem Zweck werden wir besser vom 
Hamilton sehen Prinzip als vom d'Alembertschen ausgehen, weil 
im ersteren nur erste Differentialquotienten vorkommen, die sich 
leicht in allgemeinen Koordinaten schreiben lassen. 

Die Lage die Systems sei bestimmt durch die ir^, y,., ^^ (*=■ 1, 
2, . . ., w). Setzen wir 

so wird 

r 

Die Anzahl r braucht nicht gleich 3n zu sein, denn man kann 
die q so wählen, daß einige oder alle der m Bedingungsgleichungen 
von selbst erfüllt sind. Sind alle Bedingungsgleichungen von selbst 
erfüllt, so ist r == 3w — wt, sämtliche q sind dann freie Koordi- 
naten. Kleiner als Bn — m kann die Anzahl der q nicht sein. 

Man nennt 3n — m den Freiheitsgrad; bei einem System von 
n Massenpunkten ist derselbe endlich. Die Bezeichnung „Mechanik 
diskreter Massenpunkte", über die der erste Abschnitt dieses Werkes 
handelt, hat sich als Gegensatz zur „Mechanik kontinuierlicher 
Medien" in der Wissenschaft auch da eingebürgert, wo es sich 
tatsächlich um kontinuierliche Medien handelt, für die Mechanik 
von Systemen mit endlichem Grad von Bewegungsfreiheit zum 
Unterschied von der Mechanik von Systemen mit unendlichem Grad 
von Bewegungsfreiheit. 

Da ^ von den q abhängt, so wird 



r r 



2T^2^%aioia (2) 



Off an 



eine homogene Funktion zweiten Grades in den q sein, deren 
Koeffizienten beliebige Funktionen der q sein können. 
Schreiben wir 



n 



<5'^=2'0'«'^'^'+---)-2t*x2(l?"^??+-") + 



r 



Weber u. Gans: Sepert. d. Physik. I. 3 
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indem wir 

«, -2(f4-| + • • •) 

< =! 1 S 

setzen, so heißt Q eine generalisierte Kraftkomponente, während 
man q eine generalisierte Geschwindigkeit nennt. 
Nach Nr. 17 (l) ist dann 

M2{%'^, + f|.J<Z, + ff/^,)) - 0. (4) 

Nun ist aber 

Substituiert man das in (4), so erhält man 



? = i 



denn der vollständige Differentialquotient nach der Zeit fällt fort, 
da die öq an den Grenzen verschwinden. 

Sind die q freie Koordinaten, d. h. ist jedes q willkürlich und 
unabhängig von den anderen veränderlich, so kann (6) nur be- 
stehen, wenn für jedes q 

Dies sind die Lagrang eschen Bewegungsgleichimgen in der 
zweiten Form. 

Sind dagegen die ^^ keine freien Koordinaten, sondern be- 
stehen noch die Bedingungsgleichungen 

SO sind 

r 

die Bedingungen einer virtuellen Verschiebung. 

Multipliziert man diese Gleichungen mit Xj^dt^ summiei*t über 
/r, integriert von t^ bis t^ und addiert das Ergebnis zu (6), so 
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erhält man die Lagrang eschen Gleichungen in der zweiten Form 



m 



Wie wir aus (5) erkennen, gilt (7) nur unter der Bedingung 
ddq = ddq, während das beim Hamilton sehen Prinzip nicht der 
Fall ist; letzteres ist auch bei nicht-holonomen Bedingungsglei- 
chungen (vgl. Nr. 36) anwendbar. 

Sind die Kräfte konservativ, so ist 



(9) 



SO daß (7) die Form annimmt 

d{T — V) ^ d^ BT 
dq^ '^dtdq^' 

Da nun V von den g , aber nicht von den q abhängt, können 

wir, wenn wir 

T-F-i (10) 

setzen, anstatt (9) 

dL d^ ^X . V 

dq^^dtdq^ ^^^^ 

schreiben. L wird das Mnetische Potential oder die Lag ränge sehe 
[Funktion genannt. 

Multipliziert man (ll) mit q und integriert rechts partiell, so 
erhält man 

dtyvdij dq^ dt dq^ dt "• ^^'^^ 

Summiert man über alle q und berücksichtigt, daß 

2(l^i'f + l-^)--äJ (13) 

^ \^Qg dt dq^ dt J dt ^ ^ 

ist, so folgt 

W^^q^^-L-'Gonst. (14) 

Hier bedeutet 

W^T+V (15) 

die Gesamtenergie des Systems, wie man leicht erkennt, wenn 
man (10) beachtet und bedenkt, daß T eine homogene Funktion 
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zweiten Grades der q^ ist, und daß man also nach dem Enler- 
schen Satze über homogene Funktionen^) 

setzen kann. 

(14) ist also ein Ausdruck des Energieprinzips. 

Auch für nicht-mechanische Systeme läßt sich ein kinetisches 
Potential X definieren, aus dem sich die Energie nach (14) be- 
rechnet. *) 

20. Die Hamiltonsohe oder kanoniselie Form der Be- 
wegungsgleiohungen. Bis jetzt haben wir T als Funktion der 
q und q angesehen. Als neue Variable führen wir nun neben 
den q die sogenannten Momente p^ ein, die durch die Gleichungen 

definiert sind. 

Da T eine homogene wesentlich positive Funktion zweiten 
Grades der^ ist, so ist (l) ein System linearer Gleichungen in 
den q mit nicht verschwindender Determinante*); man kann also 
die q^ durch die p^ ausdrücken. Substituiert man diese Werte 
in T, so wird es Funktion der p und q . Wenn T als Funktion 
von q und q^ aufgefaßt wird, wollen wir für die Differentialquo- 
tienten nach q l^ — 1 schreiben, während wir, wenn wir T als 

Funktion von q^ und p^ auffassen, ^ — ohne Klammem schreiben 

wollen. 

Nach dem Eul ersehen Satze über homogene Funktionen ist 

Ferner ist 
also 



1) E. Pascal, Bepertorium d. höh. Math, 1, p. 115, Leipzig 1900. 

2) H. V. Helmholtz, Joum. f. Math. 100, 1886, S. 187 u. 218 « 
TTissetwcÄ. Äbh. 3, Leipzig 1895, ö. 203. 

3) E. Pascal, Bepertorium d.höh, Math. 1, p. 825, Leipzig 1900. 
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Aus (2) folgt 

^dT=^2'q^dp^+2p^d^. (5) 

und der Vergleich von (4) und (5) ergibt 

ar (dT\ ar _ . ar __ . . 

von denen die letzte Gleichung mit (l) identisch ist. 

Da aber V von den p unabhängig ist, so folgt aus (6) 

dq^f \ dqg )' dp^ ^^r ^^) 

Setzen wir 

T + V^H (8) 

und nennen JET die Hamiltonsche Frinzipalfunktion, und denken 
uns H durch p und q ausgedruckt, so erhalten wir mit Benutzung 
von Nr. 19 (9) 

dH__d^ dH_ dq^ 

dqg dt ' dp^ ^ dt ' ^^^ 

die sogenannte Hamiltonsche oder kanonische Form der Be- 
wegungsgleichungen. 
Aus (9) folgt 

2(l|'^ + lf^)-»- CO) 

J TT 

Ist H von t nicht explizite abhängig, so ist (10) mit -rr = 

gleichbedeutend, also die Energie H konstant, wie das Energie- 
prinzip es verlangt. 

2L Das Gaußsohe Prinzip des kleinsten Zwanges. Aus 

dem d'Alemb er t sehen Prinzip 

2(fnÄ - L) dx^ + --- = (1) 

läßt sich mit Verwendimg eines von Brill^) stammenden Kunst- 
griffs das G au ß sehe Prinzip des kleinsten Zwanges') sehr leicht 
ableiten. 



1) A. Brill, Vorlesungen zur Einfuhru/ng in die Mechanik raum- 
erfiUlender Massen. Leipzig und Berlin 1909, p. 48. 

2) C. F. Gauß, /. /". Math. 4, 1829; Werke 5, p. 23. 
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Definiert man den Zwang Z des Systems durch die Gleichung 

mZ»=2«».[(i,-^^)%---], (2) 

SO ist der Zwang ein Minimum bei gegebener Lage und gegebenen 
Geschwindigkeiten (d. h. bei der Variation von Z werden die x^ 
Pi'i ^»7 ^it Vii ^i nicht variiert^)), wenn 

'(^)-2-l{'^-ky^^ + -] = 0. (3) 

Ist die Bewegungsfreiheit z. B. durch die Bedingung 

9>i^iiyi,^i)==0 (4) 

beschränkt, so kann man aus dieser Gleichung^) durch einmalige 
Differentiation die Beziehung 



\Jd(p ' , d€p ' . d(p . ^ 



ableiten und durch nochmalige Differentiation 

^ ^dXidxj^ » * • ^dXi » ' ^y,- » dZi • 



Aus dieser Gleichung folgt aber, daß die Variationen der Be- 
schleunigungen bei gegebenen Koordinaten und Geschwindigkeiten 
der Bedingung 

<^<^=2g/^*+|f/i'. + a-J'^^.=-o (5) 

genügen müssen. 

Multipliziert man nun (5) mit einem Lagrang eschen Fak- 
tor A, addiert diese Gleichung dann zu (3) und bezeichnet die nun- 
mehr gänzlich willkürlichen Variationen di^, . . . der Beschleuni- 
gungen durch die ebenfalls ganz willkürlichen Größen Sx^^ . . ., 
so ersieht man ohne weiteres die Identität des Resultats mit (1) 
und der nach den Koordinaten variierten Gleichung (4). 

Über die Vorzüge des Gauß sehen Prinzips vor den Variations- 
prinzipien hat sich B rill im Vorwort seines soeben zitierten Buches 
geäußert. Sie liegen vor allem darin, daß man es beim Prinzip 
des kleinsten Zwanges mit einem einfachen Minimum zu tun hat 



1) Vgl. R. Lipschitz, /. f. Math, 82, 1877, p. 321. 

2) A. Brill, /. c. p. 8. 
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ohne, wie bei den andern Prinzipien, auf die Methoden der Va- 
riationsrechnung zurückgreifen zu müssen. 

22. Das Hertzsche Prinzip der geradesten Bahn. Hertz^) 
definiert als Masse m, Geschwindigkeit v, Beschleunigung a und 
Bahnkrümmung c eines Systems von Massenpunkten 

m ^Sm^ (1) 

i 

mv» ^2n^,ii,^ + Vi' + ii) (2) 

»»a» =-^w,(ä,« + j/,« + 5,') (3) 

»«•-2".[(S')'+ ©)'+©■]■ w 

i 

Hierbei ist unter ds verstanden 

ds^vdt. (5) 

In (1) bis (4) sind also die auf der linken Seite stehenden 
Größen als quadratische Mittelwerte der für jeden Massenpunkt 
gültigen Werte angesetzt. 

Anstatt der unabhängigen Variablen s soll in (4) t eingeführt 
werden. Es ist 

d*Xi d /xA 1 d /xÄ sXf — Xf's 



/^^ «. JL A (?^\ 
\8/ 8 dt \sj 



ds* ds \8 / 8 dt \s / «* 

also 

2'-.[(S')"+--]-.-(2'".w+ ■■•)--■) 

oder mit Benutzung von (2), (3) und (4) 

cV = a«-i•^ (6) 

Wirken auf ein Massensjstem, das beliebigen Bedingungs- 
gleichungen unterworfen ist, keine Kräfte, so bewegt sich nach 
Hertz das System in geradester Bahn mit konstanter Geschwin- 
digkeit. Dies Prinzip zerlegt sich also in zwei Teile, von denen 
der erste das Geometrische der Lagenfolgen, der zweite eine Be- 
stitamung über den zeitlichen Verlauf enthält. 

Es muß also auf Grund dieses Prinzips s konstant, d, h. 5 =» 
sein, and es muß ferner bei gegebenen Koordinaten und Geschwin- 



1) H. Hertz, Die Prinzipien der Mechanik. Leipzig 1894. 
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digkeiten c ein Minimum oder 

dgcV) = (7) 

sein. Das ist aber nach (6) mit Berücksichtigung von 's — O 
und mit Beachtung von (3) gleichbedeutend mit 

^m,(i,di, + ...)-0, (8) 

eine Gleichung, die für kräftefreie Systeme aus Nr. 21 (3) folgt, 
ebenso wie sich aus Nr. 21 (l) s= ergibt, wenn man die vir- 
tuellen Verschiebungen durch die in der Zeit dt wirklich eintre- 
tenden ersetzt. 

Ist das System kräftefrei, also 7=0, so ergibt sich aus dem 
Maupertuisschen Prinzip in der Jacobischen Fassung Nr.l8(4) 
unter Benutzung der Definitionen (2) und (4) dieser Nummer 

(9) 



^Jds = . 



Das System bewegt sich dann also auf einer geodätischen 
Bahn, die, wenn Anfangs- und Endpunkt der Bahn einander nahe 
genug liegen, eine kürzeste Bahn und nach den Ausführungen 
dieser Nummer zugleich eine geradeste Bahn ist. 



Kapitel IE. 

Dynamik des starren KSrpers. 

Kinematik des starren Körpers. 

23. Der Grad der Bewegungs&eilieit. Unter einem starren 
Körper verstehen wir ein System von n Massenpunkten, deren 
Bewegungsfreiheit durch die Bedingung beschränkt ist, daß je 
zwei beliebige Massenpunkte ihre gegenseitige Entfernung stets 
beibehalten. 

Es existieren also — - Gleichungen 

^h - (Pi - ^*)' + {Vi - 2/*)* + (^i - ^A:)* = konst. ; (1) 

diese sind aber nicht voneinander unabhängig. 

Um den Grad der Bewegungsfreiheit zu ermitteln, betrachten 
wir einen ersten Punkt. Derselbe ist frei verschiebbar, entspricht 
also drei Graden der Bewegungsfreiheit. Nehmen wir einen zweiten 
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Punkt hinzu, so ist dieser nicht mehr frei verschiebbar, sondern 
er muß auf einer Eugelfläche mit dem Badius r^| liegen, deren 
Zentrum mit dem ersten Punkt zusammenfällt. 
Die Variation von (l) 

(x,--x,)iöx,-Sx,) + '^'-^0 (2) 

ergibt in der Tat, wenn i = 1, Ä == 2 ist und öx^, öy^, dz^ be- 
liebig gegeben sind, nur noch zwei willkürlich zu wählende Varia- 
tionen, z. £. ÖX2, öy^, während dz^ aus (2) folgt. 

Schließlich nehmen wir noch einen dritten, mit den ersten 
beiden nicht in einer Geraden liegenden Punkt hinzu, der dauernd 
auf dem Schnittkreis der Kugeln um den ersten und zweiten Punkt 
mit den Radien r^^ resp. r^^ bleiben muB, also nur einen Grad von 
Bewegungsfreiheit hat. Jeder weitere Punkt bildet mit den ersten 
dreien ein Tetraeder, ist also in seiner Lage bei allen Verschie- 
bungen bestimmt. Der starre Körper hat also 6 Grade von Be- 
wegtmgsfreiheit. 

Es ist im allgemeinen nicht günstig, die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten der n Massenpunkte zur Beschreibung der Bewegung zu 
wählen, da dieselben keine freien Koordinaten sind, sondern man 
wird besser 6 voneinander unabhängige Bestinmiungsstücke der 
Lage wählen, z. B. den Ort eines bestimmten Punktes des Körpers 
und drei Winkelgrößen, durch die die Orientierung des Körpers 
relativ zu diesem Punkt festgelegt ist. 

24. Die Exilersohen Winkel. Zu dem Zwecke führen wir 
zwei rechtwinklige Koordinatensysteme 2?(|, 1^, f) und 8{x^y^ z) 
ein, von denen das erstere im Baume, das letztere im Körper 
fest ist. 

Diese Systeme seien durch die Gleichungen 

I = a -f «li» -f «22/ -t- a^z 

v-ß + ßi^ + ß,y + ft^ (1) 

t^y +y^x + y^y + y^z 

miteinander verbunden. 

Die Größen a, j5, y sind die Koordinaten des Urspnmgs von 
8 bezüglich 2^; die a^, a^, a^ sind die Richtungskosinus von ^ 
gegen a;, y, z usw. 

Zwischen den 9 Größen «j , «2 ? • • • » ^s bestehen 6 voneinander 
unabhängige Beziehungen, die aus der Theorie der Koordinaten- 
transformation bekannt sind, und sich in verschiedener Weise aus- 
drücken lassen. So muß sein 
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a 



1 ~r "2 



ßi' + ß^ + ßz'-^ 

«2*^8 + ßißs + y^rs = ö 
«i«2 + i^i/^2 + yiy2='ö 



«1 «2 «8 




ßl ßi ßs 


= 1 


n 72 7s 






«1* + ßl' + n' = 1 


(3) 


«»* + ß,' + y,* - 1 




««' + ft* + y,* - 1 



(2) 



(4) 



ftyi + ßiYi + ßs7s = 
(5) 71"! + 7»«i + rs"» = ^ 



(6) 



und femer ist jedes Glied der Determinante (2) gleich seiner Unter- 
determinante. Die Gleichungen (2) bis (6) sind aber nicht unab- 
hängig voneinander, wie sich aus dem folgenden unmittelbar 
ergibt. Da nämlich die 9 Koef&zienten sich durch 3 Größen aus- 
drücken lassen, können, wie oben behauptet wurde, nur 6 von- 
einander unabhängige Eelationen zwischen ihnen bestehen. 

Durch drei voneinander unabhängige Bestimmungsstücke müssen 
also die Drehungen um den Punkt ir==0, y = 0, ;e? = sich an- 
geben lassen, etwa durch die sogenannten E ul er sehen Winkel '9', 1/;, 9. 

Da nach (4) a^^ + ß^^ + yg^ = 1 ist, kann man 

«8 — -I- sin '9' sin if;, j^s = — sin & cos 1/;, y^ = cos d' 

setzen, d- ist der Winkel zwischen der z- und f-Achse; t(;, die 
Länge der Knotenlinie (Länge = geogr. Länge), der Winkel, den 
die Schnittgerade der |, 7^ -Ebene und der a;, 3/ -Ebene mit der 
I -Achse bildet. 

Ferner ist /i^ + ^2* + /s^ ~ ^ > *^^^ ^^^^ °^*^ 

y^ = sin (f sin •9', yg = cos q> sin ^, y^ = cos d" 

setzen, d' hat hier wieder dieselbe Bedeutung wie vorhin, tp ist 
das Azimut des Körpers, d. h. der Winkel, den die Knotenlinie in 
der aj, ^-Ebene mit der rc -Richtung bildet. 

Aus den 5 Größen «3» ft» ^s^ 7v 7% lassen sich die anderen be- 
rechnen, es ergibt sich so^) 

«1 = cos g) cos 1/; — sin gp sin 1/; cos % 

«3 = -— sin 9? cos 1/; — cos 9? sin 1/; cos <9 

«3 = sin t/; sin %' 

1) P. Stäckel, Math, Enc. 4, 1 Art, 6 S. 663, 
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ßi =^ cos y sin ^ + sin ^p cos if> cos ■& 

p, = — sin 9J sini/j + cos 9 cos ifi cos ■& (7) 

jSg = — 008 »ff sin # 

jij ^ sin q) sin # 

yg = cos q> sin & 

y, = cos*. 

Als Veranschaulichnng der Euler- 
schen Winkel gibt Helmholtz^) die 
Besümmungsstücke der Oardanischen 
Aufhängung (vgl. Fig. 17). 

36. Die VeTrüokungen des star- 
ren Körpers. Eine unendlich kleine 
Verrückung des starren Körpers ist ge- 
geben durch 

ii = äa + xäui +yäaj+ ZÖas 
S^=öß + iüdß^-\-pSß^ + 03ß, (1) 
S^= Sy + xäy^ + j/dy^ + zSy^. 

Sa, dß, Sy sind hierbei ganz belie- 
big, während da,, . . ., Sy^ durch drei 
voneinander nnabhängige GröQen, etwa 
S&, jTfi, Stp nach Nr. 24 (7) ausdrttek- 
bar sind. Aus Symmetriegründen wäh- 
len wir aber im folgenden die unendlich ^'8- "■ 
kleinen Drehwinkel um die im Körper festen Achsen x, y, z. 

Eine unendlich kleine Parallel Verschiebung S\ des starren Kör- 
pers hat die Komponenten 

dx = 8\^, 8y = 6\^, Sz^S^. (2) 

Für eine Drehung um die ar-Achse um den unendlich kleinen 
Winkel 6%^ ergeben sich nach Nr. 13 die Komponenten der Ver- 
rückung 

Äx = 0, 6y ■= — zS%^, 8s ■= y$Xi- 

Bildet man in analoger Weise die Verrückuagskomponenten 
bei unendlich kleinen Drehungen um die y- resp. 2-Aohse um die 
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Winkel 6%^ resp. 6%^ und addiert die entsprechenden Komponenten, 
so erhält man die YerrÜckung bei einer beliebigen Drehung di 
mit den Komponenten ^Xx' ^%y^ ^Xmi n&mlich^) 

öy^xdx, — zöx^ (3) 

Finden die Parallelverschiebung (2) und die Drehung (3) 
gleichzeitig statt, so erhält man die allgemeinste unendlich kleine 
Verrückung eines starren Körpers in der Form 

i^^^l + y^Xx—^^h- 

In diesen Gleichungen prägt es sich deutlich aus, daß der 
starre Körper 6 Freiheitsgrade besitzt. 

Geben wir bei festgehaltenem Koordinatensystem a;, ^, z dem 
Punkte OJ =« «1, 2/ '*" «2) ^ = «8 ^® ^®^ Drehung (3) entgegen- 
gesetzte Drehung —Sx^y — ^Xy^ — ^Z«» so ist das dasselbe, als 
wenn wir den Punkt in Ruhe ließen, dem Koordinatensystem Xj y^ i 
aber die Drehung öx^^ ^Xyt ^Xt erteilten. Dabei ändern sich die 
Koordinaten nach (3) um 

Ebenso wird 

^ A = ft ^Iz — ft ^Xy ^7l = 72 ^Iz — ys <Zy 

^ft = /^l ^Zy - 1^2 ^Xx ^7Z ^7l^Xy — 72 ^Ix- 

Mit Eücksicht auf die Beziehungen Nr. 24 (4) und (ö) ergibt 
sich somit aus (5) 

— («2 ^«8 + ßi ^ßs + 7% ^7i) ^ «8 ^«2 + ßs ^ßi + 7i ^72 '^ ^Xx 

— («8 ^«1 + ft ^ßl + 78 ^7l) ^ «1 ^«8 + ßl ^ßz + ri ^78 = hy (^^ 

— («1 ^«2 + ßl ^ßi + 7i ^72) == «2 <^ai + ft ^ft + 72 ^7i ^ ^Z.» 

^) ^Z«i • • • si^^ ^ie Variationen uneigentlicher Koordinaten, ^ 
diedd;^»^^^^ ist; vgl. hierzu G.Hamel,ilfa«Ä.-4nn. 59, 1904, S.416. 
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und aus Nr. 24 (4) erhalten wir noch 

cfj da^ + ß^ öß^ + 72 *r2 = ö (7) 

«3 ^'^s + ß» ^ßs + y» ^rs = Ö- 

Durch diese 9 Gleichungen (6) und (7) drücken sich die 
9 Größen doc^^ . . ., öy^ mittels der unabhängig veränderlichen 
^Xx^ ^Zy> ^Xm ^^9 sodaß man dieselben in die variierten Gleichungen 
Nr. 24 (1) 

S^ '^ da + X öa^ + y öcc^ + z öa^ 

dri^dß + xöß^+yöß^ + zdß, ' (8) 

S^= dy + xSy^ + y^ya + z^y^ 

emführen kann. 

26. Die Translations- und Drehgesohwindigkeiten. Setzen 
wir in die Gleichungen Nr. 25 (3), (5) und (6) anstatt der virtuellen 
Verrückungen die in der Zeit dt wirklich erfolgenden ein, dividieren 
durch dt und nennen die Komponenten der Translationsgeschwin- 
digkeit des Nullpunktes von 8 w, t?, w^ die Komponenten der Ro- 
tationsgeschwindigkeit um die x- resp. y- resp. ;P-Ache j?, g, r, 
so wird 

xr=^u-\-zq--yr p = a^ic^ + ß^ß^ + y^y^ 

y^v + xr — zp (1) ^ =^ ^1^ + ßißz + yih (2) 

i ^w+yp—xq r =- a,ii -f- ß^ß^ -f 72^1 

ßi^ßaP-ßir 7i = nP — 7i^ (3) 

ßi ^ ßia — ß2P h = yi« — 79P' 

Aus diesen Gleichungen folgt noch 

i^i' + ßi' + 7i'-Q' + r' 

^2^ + ßf' + 7f'-r'+p' (4) 

Dynamik des starren Körpers« 

27. Die kinetische Energie eines starren Körpers. Träg- 
heitsmoment. Die kinetische Energie T eines starren Körpers 
stellt sich mit Hufe der Gleichungen Nr. 26 (l) folgendermaßen dar: 



«1 = «jr - 


-«8« 


ij = a^p - 


-«!*• 


«8 = «itf - 


-a,i? 
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2T=^m{x^ + y^ + i«) « (u^ + v^ + w^) -^m 
+ 2(vr — wq) ^mx + 2(wp — ur) ^mv 
+ 2(uq — vp)^mz + p^^m(y^ + z^) + q^^m(z^+si?) 
+ r^^m(x^ + y^) — 2qr^myz — 2rp^mzx 

— 2pq^mxy. (l) 

Diese homogene Funktion 2. Grades in den u, v, w^p^ g, r läßt 
sich durch passende Wahl des Koordinatensystems wesentlich ver- 
einfachen. 

Zunächst kann man den Ursprung desselben in den Schwer- 
punkt legen, für* den ^mx =^my =^mz = gilt. 

Weiter betrachten wir für den Augenblick eine reine Drehung, 
setzen also w = v = w; = 0; dann ist 

2T == i>2^m {y^ + z^ + q^^m{z^ + x^) + r^^m{x^ + y^ 

— 2qr^myz — 2rv^mzx — 2pq^mxy . (2) 

Wir tragen in dem rechtwinkligen Koordinatensystem der a;,y,i? 
die p^q^r als Koordinaten auf. Die Gleichung der Fläche T=^ 
lautet 

P^^fn(y^ + z^) + q^^m(z^ + x^) + r^^m^x"^ + y') 

— 2qr^myz — 2rp^mzx — 2pq^mxy =« 1 (3) 

und wird in diesem System durch eine Fläche 2. Ordnung, das 
sogenannte Trägheitsellipsoid ^), dargestellt. 

Wählen wir die Hauptachsen dieses Ellipsoids zu Koordinaten- 
achsen, so werden für diese die Deviationsmomente (auch Träg- 
heitsprodukte oder Zentrifugalmomente genannt) 

^myz =^mzx = ^mxv = 0; 

für dieses neue Koordinatensystem, das wir wieder mit a;, y, z be- 
zeichnen wollen, wird also die Gleichung (3) 

Diese neuen Koordinatenachsen heißen die Hauptträgheitsachsen 
des Körpers. Die Halbachsen des Ellipsoids sind die reziproken Werte 
der Wurzeln aus den Hauptträgheitsmomenten, d. h. den Träg- 



1) A. L. Cauchy, Exercises 1827 = (Euvres (2) 7, Paris 1889 S. 124. 
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heitsmomenten bezüglich der x^ y, ;e? -Achse in dem speziellen Ko- 
ordinatensystem, wenn unter Trägheitsmoment eines Körpers be- 
züglich einer Achse die Summe aus den Produkten jedes Massen- 
elementes und dem Quadrat seines Abstandes von der Achse ver- 
standen wird. 

Da die kinetische Energie T bei der Rotation um eine belie- 
bige Achse den Wert 



hat, wo q den Abstand von der Drehachse, o» =|/p* + 3* + »•* 

die Winkelgeschwindigkeit bedeutet, so folgt, wenn wir T = -^ 

setzen, daß jeder Radiusvektor des Trägheitsellipsoids, dessen Länge 
ja VjP^ + ^^ + ^^ ist, gleich der reziproken Wurzel des Trägheits- 
moments ^mq^ bezüglich dieser Achse ist. 

Lassen wir nun wieder Translationen und Drehungen zu, so 
lautet die kinetische Energie T eines starren Körpers der Masse 

M =^m und der Hauptträgheitsmomente 

Ä=^m(y^ + z^), B^^m{z^ + x^, C='^m{x^ + y^) (6) 

in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung im Schwerpunkt 
liegt, und dessen Koordinatenachsen die Hauptträgheitsachsen sind, 

2 T = M{u^ + v^ + w^) + Ap^ + Bq^ + Cr\ (7) 

28. Trägheitsmoment des Zylinders und der EugeL Bas 

Trägheitsmoment eines homogenen Kreiszylinders der Dichte 5, 
der Höhe h und des Radius a bezüglich seiner Figurenachse ist 
auf Grund der soeben gegebenen Definition 



a 



K=^ iQ^'dm^shlQ^'27t qdq = 5Ä y a* « ^* , (2) 



wenn M seine Gesamtmasse bedeutet. 

Für eine Kugel vom Radius a berechnet sich in ähnlicher 
Weise 

-^-l-afal (2) 

Es möge das Trägheitsmoment eines Körpers bezüglich einer 
Achse Ä' berechnet werden, wenn das bezüglich einer parallelen 
Achse Ä bekannt ist. 
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Wählen wir die Achse Ä zur j? -Achse, so ist das Trägheits- 
moment bezüglich derselben K ^^m(x^ -\- y^). Das Trägheits- 
moment K' bezüglich einer parallelen Achse A\ die durch den 
Punkt x^ a^ y ^h geht, hat den Wert 

Jr'=^m[(a; — a)* + {y — 6)^] ^K— 2a^mx 

unter M die Gesamtmasse des Körpers verstanden. 
Geht die ;? -Achse durch den Schwerpunkt, so daß 

^mx =» Smv = 

ist, so wird einfacher 

K'=K+MÖ\ (3) 



wenn ö ^^Ya^ + &* den Abstand der Achsen Ä und A' von ein- 
ander bedeutet. 

In Worten: Das Trägheitsmoment bezüglich einer be- 
liebigen Achse ist gleich dem Trägheitsmoment der im 
Schwerpunkt vereinigt gedachten Gesamtmasse bezüg- 
lich der fraglichen Achse, vermehrt um das Trägheits- 
moment des Körpers bezüglich einer durch den Schwer- 
punkt gehenden parallelen Achse. 

Außer dem Trägheitsmoment bezüglich einer Achse, das des- 
halb auch axiales Trägheitsmoment heißt, wird auch das planare 
Trägheitsmoment, d. h. das Trägheitsmoment bezüglich einer Ebene, 
und das polare Trägheitsmoment, d. h. das Trägheitsmoment be- 
züglich eines Punktes definiert. Dieses ist gleich der Summe der 
Produkte aus jedem Massenelement und dem Quadrate seines Ab- 
standes von dem betreffenden Punkte, jenes gleich der Summe der 
Produkte aus jedem Massenelement und dem Quadrate seines Ab- 
standes von der betreffenden Ebene. 

Danach ist das axiale Trägheitsmoment z. B. gleich der Summe 
der planaren Trägheitsmomente bezüglich irgend zweier aufeinander 
senkrechter durch die Achse gehender Ebenen. In Formel 

29. Die Bewegungsgleicliungen des starren Körpers. Nach 
dem Prinzip des kleinsten Zwanges muß 

2".[{i.-ft)V-] 

i 

ein Minimum werden, wenn f^^. die ^-Komponente der am i^^ Massen- 
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ponkt angreifenden Kraft bedeutet; es muß also 

2fn,is'i + 2U/i + • • • - (1) 

sein. ^) 

Da die Xy y, sich nicht mit der Zeit verändern, sondern nur 
die Winkelgrößen a^, a^ usw. und die a, ßj y, so folgt aus Nr. 24 (l) 

v^ß + k^ + 'ky + k^ (2) 

so daß (1) m 

^»i,.(ä + äiX+cc^y + ä^z) {da + xdä^ + y dä^ + e Jö,) -\ 

'^^Uii^ii + xS'cci+ydä^+ z dä^) -\ (1 ') 

übergeht. 

Da da willkürlich ist, so wird, wenn wir berücksichtigen, daß 

^mx = Smv = Smz == ist, und wenn wir ^m = M, 

^hi ^ 5^ setzen, 

Mix = 2f^ usw. (3) 

oder 

oder durch Einführung der kinetischen Energie T durch Nr. 27 (7) 

2T « M(u^ + v^ + w^) + Äp^ + Bq^ + Gr\ (5) 
d i dT , dT . dT\ ^ ,_. 

diria5: + «2ätr + ^»aW = 3f| usw. (6) 

Führt man die Differentiation nach t aus, multipliziert die 
drei Gleichungen (6) resp. mit «i , j^i , y^ und berücksichtigt Nr. 26 
(2), so erhält man 

d dT dT , dT ^ .„. 

l~* "q ** "ö r Q ö— = 5* usw. (7) 

dt du dv ^ dw * ^ ^ 

Um die noch weiter aus (l') folgenden Bewegungsgleichungen 
zu erhalten, beachten wir, daß ^mx = ^my = ^mz — und 



1) Der Kunstgriff, sofort die Variation des Zwanges anstatt zu- 
erst den Zwang selbst zu bilden, rührt von Brill her, dessen Ge- 
dankengang wir überhaupt in Nr. 25 und 29 gefolgt sind. A. Brill, 
Vorlesungen zur Einführung in die Mechanik raumerfüllender Massen^ 
Leipzig und Berlin 1909 S. 18. 

Weber u. Oana: Bepert. d. Physik. I. 4 
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^ mvz ^ jSmzx ^^mxy = 0; dann wird 

2rnx\it^ 6u^ + ft ö\ + yi öy^) + • • • 

Nun bilden wir durch Differentiation von Nr. 26 (3) ä^ usw. und 
hieraus dä^ usw., indem wir bei den Variationen nur die i>, ^, ^ 
variieren, wie es das Gesetz des kleinsten Zwanges verlangt, und 
erhalten zur Umformung der linken Seite von (8) 

+ (— yss- 73«+ ^2^+ yaOCrs^^— ys^^) 

— g d^ — pröq + irdr -{- pqdr, (9) 

wenn wir dä^ usw. durch die aus Nr. 26 (3) folgenden Gleichungen 

däj =« oTj dr — «3 dq usw. 
ersetzen. Auf diese Weise ergibt sich aus (8) 
[Äp + {C''B)qr]öp + [Bq + (Ä - C)rp]Sq 

+ [fi< («i2^ — «2^) H — ] ^i + [f^(«8^ ~ «1^) + • • •] ^^' (lö) 

Da die öp, öq, ör voneinander unabhängig sind, und da 

ist, so folgt 

Ji? + (0 - B) qr - % usw. (ll) 

unter Sla.*=^f,»2^i "~ fyi^» d&s Drehmoment um die x -Achse ver- 
standen. Die Gleichungen (11) heißen die Euler sehen Gleichungen. 
Wenn wir wieder die kinetische Energie T einfiihren, so lauten die- 
selben 

d dT dT ^^' I c« /^^'\ 

TtTp '^ "" H - ^ dr + ^' '^^^ (^^^ 

Multiplizieren wir die drei Gleichungen (ll') resp. mit ct^^u^^^ 
und addieren dieselben dann, so folgt mit Berücksichtigung der 
Gleichungen Nr. 26 (3) 

d ( dT . dT . dT\ ^ f.^^ 
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und entsprechend durch Multiplikation mit ßi,ßi, ß^ resp. y^ jy^^y^ 

WO 3lj, SR , 91^ die Komponenten des Drehmoments bezüglich dreier 
durch den Schwerpunkt des Körpers gehender ^ im Räume fester 
Achsenrichtungen |, i}, ^ bedeuten. 

Der krftftefreie Kreisel. 

30. Botation um eine feste Achse. Der einfachste Fall der 
Rotation eines starren Körpers ist der, daß die Rotationsachse 
nicht die Bewegungsfreiheit hat, ihre Richtung im Räume zu 
ändern, wie z. B. beim Schwungrad einer Dampfmaschine. 

Legen wir die ;8: -Achse in die Rotationsachse, so wird dauernd 
p«0, g = sein, und aus der letzten Gleichung Nr. 29 (ll) folgt 

Es ist aber 

wenn 9 die Winkelgeschwindigkeit der Rotation bedeutet, so daß 
wir die Bewegungsgleichung 

'^i - % (3) 

erhalten. 

Diese Gleichung lautet in Worten: Das Produkt aus Trägheits- 
moment und Winkelbeschleunigung ist gleich dem Drehmoment. 

In dieser Form erinnert die Gleichung sehr an die Newtonsche 
Bewegungsgleichung eines Massenpunktes, die zum Inhalt hat, daß 
das Produkt aus Masse und Beschleunigung gleich der Kraft ist. 
Trägheitsmoment, Winkelbeschleunigung und Drehmoment spielen 
also für Rotationen genau dieselbe Rolle wie Masse, Beschleunigung 
tind Kraft für Translationsbewegungen. 

Wie immer, wenn nur ein Grad von Bewegungsfreiheit vor- 
handen ist, folgt auch hier die Bewegungsgleichung bereits aus 
dem Energieprinzip. Denn die kinetische Energie ist T ^ ~ Cq)\ 

d'Ä 
^d die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist jr = 3^9^? s-lso 

Hiuß i. =* -jT- sein, und das ist identisch mit (3). 

4* 
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Wirkt kein Drehmoment, so ist, wie aus (3) folgt, die Winkel- 
geschwindigkeit konstant. 

31. Integrale der Bewegungsgleichungen. Hält man den 
Schwerpunkt eines sonst beliebig frei beweglichen starren Körpers 
etwa durch eine Car danische Aufhängung im Räume fest, so 
kann man auch von dem Wirken der Schwerkraft absehen. Man 
spricht dann vom kräftefreien Kreisel. Aus Nr. 29 (12) erhält man 
in diesem Falle 

d ( dT , dT , dT\ 

dt v^ ä? + y» H + y» it) = ^ • 

Diese Gleichungen lassen sich ohne weiteres nach der Zeit 
integrieren und ergeben 

a^Ap + ct^Bq + ct^ Cr = 3| 

ß^Ap^ß^Bq + ß,Cr^^^ (2) 

71 ^P + 7%^^ + 7z C^^ = Sc- 

Hier sind die rechten Seiten zeitlich konstant, es sind die Kom- 
ponenten des Drehimpulses bezüglich eines im Räume festen Ko- 
ordinatensystems, denn Ap^ Bq, Cr sind die Komponenten des 
Drehimpulses bezüglich der Hauptträgheitsachsen des Kreisels. 

(2) sagt aus: Der Drehimpuls eines kräftefreien Kreisels ist der 
Größe nach konstant und hat eine im Baume unveränderlidheEichiung. 

Durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen (2) erhält 
man unter Berücksichtigung von Nr. 24 (4) und (5) 

wo ^\ das Quadrat des Drehimpulses, konstant ist. 

Ein weiteres Integral ergibt sich aus den Gleichungen Nr. 29 
(11), die im Falle des kräftefreien Kreisels in 

B^^ = {C-Ä)rp (4) 



dt 

dr^ 
dt 



0^^iÄ-B)pq 



Übergehen. 



I 



I 



I 
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Multipliziert man nämlich diese GleichuDgen resp. mit p, q^ r 
und addiert, so folgt durch Integration nach der Zeit 

Äp^ + Bq^+ Or2 = 2T, (5) 

wo T eine Eonstante ist, nämlich die kinetische Energie des 
Körpers. 

32. Kinematische Behandlung der Kreiselbewegung. 

Ans den Integralen Nr. 31 (3) und (5) lassen sich bereits einige 
wichtige Folgerungen betreffs der Bewegung des kräftefreien Krei- 
sels ziehen. 

Nennen wir den Drehgeschwindigkeitsvektor () (i?, 2, r), den 
Impulsvektor ^(Äp, Bq, Cr), so lautet Nr. 31 (5) 

(9,3) = 2T-konst., (1) 

^- ^- lol * |3| cos (g, 3) = konst. Da aber nach Nr. 31 (3) |3| kon- 
stant ist, so ist nach (l) auch die Projektion der Drehgeschwin- 
digkeit auf die räumlich feste Bichtung des Drehimpulses konstant. 

Zieht man also vom Drehpunkt des Kreisels einen Vektor, der 
nach Größe und Bichtung den Drehimpuls darstellt, und kon- 
struiei*t im Endpunkt desselben eine Ebenis senkrecht zu diesem 
Vektor, so muB der Endpunkt des Drehgeschwindigkeitsvektors, 
dessen Anfangspunkt auch im festen Punkte des Kreisels liegt, 
stets in der so konstruierten räumlich festen Ebene liegen. 

Denken wir uns femer das Ellipsoid 

Äx^ + By^+ Cz^-=2T (2) 

mit den Halbachsen 1/-^-, 1/-^-» |/~r^) ^® ™^^ ^^^ Haupt- 
trägheitsachsen zusammenfallen, im Kreisel fest konstruiert, so 
muß nach Nr. 31 (5) der Endpunkt des Vektors g (i?, g, r), der 
Drehgeschwindigkeit, auf diesem mit dem Kreisel fest verbundenen 
Poinsotschen EUipsoide liegen, das mit dem C au chy sehen 
Trägheitsellipsoid Nr. 27 (4) ähnlich und ähnlich gelegen ist. 

Da die invariante Ebene aber zugleich Tangentialebene am 
Poinsotschen Ellipsoid ist, so wird bei der kräftefreien Bewegung 
des Kreisels das mit ihm starr verbundene Ellipsoid auf der im 
Räume festen Ebene abrollen ohne zu gleiten. Der Drehgeschwin- 
digkeitsvektor ist in jedem Augenblick nach Größe und Bichtung 
der Radiusvektor vom festen Kreiselpunkt zum Berührungspunkt 
des Ellipsoids mit der Ebene. 



54 Kapitel III. Dynamik des starren Körpers 

Diese kinematische Beschreibung der Bewegung stammt von 
Poinsot.^) 

Einen weiteren Einblick in die Bewegungsverhältnisse be- 
kommen wir, wenn wir das EUipsoid 

Ä^x^ + B^y^ + Ch^^^^ (3) 

im Körper fest konstruieren , dessen Halbachsen - ^ , ~- , -^ 

mit den Hauptträgheitsachsen des Kreisels derBichtung nach zu- 
sammenfallen. Nach Nr. 31 (3) muß der Endpunkt des Drehge- 
schwindigkeitsvektors auch auf diesem EUipsoid liegen, d. h. auf 
der Durchdringungskurve der beiden EUipsoide (2) und (3). Die 
Durchdringungskurve heißt die Polhodie (Ttolog ==Pol, odog = Weg). 

Diese Kurve wickelt sich also auf der invarianten Ebene ab 
und beschreibt auf derselben eine Kurve, die sogenannte Herpolr 
hodie (eigentlich besser: Herpopolhodie; SQTtca = krieche, noXog =« 
Pol, oöog =-= Weg), und die Winkelgeschwindigkeit ist durch den 
Radiusvektor vom festen Punkt bis zur Herpolhodie gegeben. 

Wir wollen annehmen, daß -4.>JB>(7 ist; dann ist das 
EUipsoid (3) gestreckter als das (2), denn bei jenem ist das 
Verhältnis der größten zur kleinsten Achse Ä/C, während es bei 

diesem Yä/O ist. Beide EUipsoide müssen sich unbedingt schnei- 
den, da der Endpunkt von g auf beiden liegen muß, also schon 
zur Zeit ^ = g so gegeben sein muß , daß sein Endpunkt auf 
beiden liegt, oder vielmehr umgekehrt T und 3» so gewählt sein 
müssen, daß der Anfangswert von g auf beiden Flächen liegt. 

Allerdings können die Grenzfälle vorkommen, daß beide EUip- 
soide sich in den Endpunkten der größten oder der kleinsten Achse 
berühren, nämlich dann, wenn zur Zeit ^ » die B.otation um 

die größte oder um die kleinste Hauptträg- 
heitsachse erfolgte. Sonst schneiden sich die 
EUipsoide in geschlossenen Baumkurven, wie 
es z. B. in den Figuren 18, 19, 20 darge- 
stellt ist. *) 

^^«- 18- Das EUipsoid (2) ist in allen drei Figuren 

von gleicher Größe gewählt, die EUipsoide (3) sind in den drei 
Figuren zwar ähnlich, aber ihre absolute Grröße ist von Figur zu 
Figur wachsend angenommen. 

1) L. Poins'ot, Theorie nouvelle de la rotation des Corps^ Paris 
1884; Liouvüles. Journ. (1) 16, 1851, p. 9 und 289; deutsch bearbeitet 
von K. H. Schellbach, Berlin 1851. 

2) Vgl. H. V. Helmholtz, Vorlesungen über theor. Physik 1, 2, 
Leipzig 1898, S. 826 




I 
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Das kleinstmögliche EUipsoid (3) hat eine solche Größe, daß 
seine größte Achse gerade gleich der des EUipsoids (2) ist. Dann 
artet die Polhodiekurve in einen Punkt aus, d. h. die Botation um 
die größte Hauptträgheitsachse ist dauernd möglich. 

Bei wachsendem 3' durchsetzt das Ellipsoid (3) das EUip- 
soid (2) (vgl. Fig. 18), bis das EUipsoid (3) so groß geworden 
ist, daß die mittlere Achse gleich der des Ellipsoids (2) geworden 
ist Dann hat die Schnittkurve einen Doppelpunkt (Fig. 19), in 
dem es unsicher ist, wie die Drehachse sich weiterbewegt. Bei 
noch mehr anwachsendem ^ ^ erhalten wir als Sch'nittkurven wieder 
zwei geschlossene Linien (Fig. 20), die die Endpunkte der kleinsten 
Achse umschließen und endUch sogar sich in einen Punkt zu- 
sammenziehen, wenn die Rotationsachse in die Richtung der klein- 
sten Achse fallt; auch dann ist also die Polhodiekurve ein Punkt. 




Fig. 19. Fig. 20. 

Es mögen noch die Stabilitäts Verhältnisse der Rotationen um 
die Hauptträgheitsachsen untersucht werden. 

Es ergibt sich auch aus den Eul ersehen Gleichungen Nr. 31 
(4), daß eine Rotation um jede dieser Achsen kräftefrei existieren 
kann, da dieselben durch 



oder durch 
oder durch 



p = konst. ; q v^ r ^ 
q — konst.; r *- 1? = 
r =« konst.; j? == g — 



befriedigt sind. 

Stört man plötzUch die stattfindende Rotation ein wenig, etwa 
durch einen kleinen Stoß, so ändern sich T und 3i ^'^so die Größen 
der EUipsoide, aber sie bleiben denen vor der Störung ähnlich. 
Im FaUe der Rotation um die größte oder kleinste Hauptträg- 
lieitsachse gehen die punktförmigen Polodiekurven in kleine ge- 
schlossene Kurven (Fig. 18 u..20) über, die die Endpunkte der be- 
treffenden Achsen umzingeln. Die Rotationen um die größte und 
Ueinste Hauptträgheitsachse sind also stabü. 

Dagegen löst sich die Polhodiekurve mit einem Doppelpunkt 
(Fig. 19), die der Rotation um die mittlere Achse entspricht, sofort 
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in eine Kurve mit zwei getrennten Zweigen auf, d. h. die Dreh- 
achse entfernt sich von der ursprünglichen um einen endlichen 
Betrag. Eine Drehung um die Achse des mittleren Trägheits- 
moments ist also lahil. 

33. Analytisolie Behandlung der Ereiselbewegnng. Die 
bisherige Behandlungsweise der Bewegung des kräfte&eien Kreisels 
kann nicht auf Vollständigkeit Anspruch machen, da nur zwei In- 
tegrale der Gleichungen Nr. 31 (4), das Energieintegral und der 
Flächensatz (Impulsintegral) benutzt worden sind. Um die Be- 
wegung als Funktion der Zeit lückenlos zu beschreiben, müssen 
die Bewegungsgleichungen vollständig integriert werden. 

Setzt man^) 

J9 — acn(A< + fi) 

q^bsn(Jit+ (i) (1) 

r ^ cdn(Xt -\- fi) , 
wo cn, sn, dn die elliptischen Funktionen bedeuten, so wird 



dp 

dt 


« 




aX 
bc 


qr 


dq 
dt 


= 


hl 
ca 


rp 




dr 
dt 


— 




x^ 


cl 



(2) 



wenn x der Modul der elliptischen Funktionen ist. 

Damit nun (2) mit den Gleichungen Nr. 31 (4) identisch wird, 

müssen wir 

B — C aX 



A bc 

C — Ä^bX 
B ^ ca 

A — B __ __ 2 cX 
C ^ ab 



(3) 



setzen. 

Drei der sechs Konstanten a, 6, c, x, A, ^i drücken sich also 
durch (3) aus, die übrigen drei bleiben willkürlich und müssen 
durch die Anfangswerte p^, q^, r^ von j?, 3, r bestimmt werden. 



1) Vgl. G.Kirch hoff, Viyrleswngen über Mechanik^ ^. kxx^.^ Leipzig 
1897, S. 62. 
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Aas den Gleichungen Nr. 31 (3) und (5) 

Ä'p* + B'q* + C^r* = 3* 

folgt, da etwa für amQi,t + (») = 2« nach (1) j> =» o, g = 0, 
r <^c ist, 

Aa* + Cc* = Ap^* + Bq* + Cr* 

A^a* + C*c* - ^V + ^*«o* + GW^ (4) 



ans denen sich a und c durch 

A{A - C)a* = ^(^ - 0)V + B(B - C)«o* 



(7(^ - C) c« = J5(4 - B) g-o» + C(^ - C)r 



2 



(5) 







ergeben, und zwar sind a* und c*>0, da-4>-B>C ange- 
nommen wurde. 

Aus den Gleichungen (3) folgt durch Division resp. Multipli- 
kation der ersten beiden resp. durch Division der ersten und dritten : 

, 2 2 ("^ — C ) -4. 

l* - C (5^1^-J^) (6) 

Durch (5) und (6) sind also bereits a*, h^, c\ x*, k^ durch 
J?0, Ö'o» ''o ausgedrückt, und zwar sind auch b^, x*, A* > 0. 

Ist das nach (6) gefundene x^> 1, so braucht man nur x 
nut e und ;e; mit — o; zu vertauschen, dadurch vertauscht sich Ä 
mit C und p^^ mit r^*, also nach (5) a' mit c*, und x* geht 
nach (6) ins Eeziproke über, wird also ein echter Bruch. 

Noch eine Bemerkung zur Vorzeichenbestimmung ^): Aus der 
ersten Gleichung (3) ergibt sich das Vorzeichen einer der Größen 
A) 5, c, A, wenn das der anderen bekannt ist. X möge > an- 
genommen werden; dann ergibt sich das Vorzeichen von &, wenn 
das von a und c bekannt ist. Das Vorzeichen von c bestimmt sich 
aber aus den für ^ =— * gültigen Gleichungen 

i?Q = a cn ft, 3o ~ ^ ^° f*» *o = c dn ft. (7) 



1) Vgl. G. Kirchhoff, Vorlesungen über Mechanik^ 4. Auflage, 
Leipzig 1897, S. 66. 
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Da nämlich dn fi immer > ist, so muß c dasselbe Vorzeichen 
haben wie Vq. Wählen wir das von a beliebig, etwa gleich dem 
von jPq, so ergibt sich das von b aus der ersten Gleichung (3). 

fi berechnet sich dann eindeutig aus den ersten beiden Glei- 
chungen (7), wenn am(i zwischen ± —angenommen wird. 

Hat man auf diese Weise p, q^ r gefunden, so folgen die 
Eul ersehen Winkel durch Integration der Gleichungen 

^ « tj> sin -O" sin 9) + -^ cos <p 
g ■" tj> sin '6' cos g) — "ö" sin 9 (8) 

r ^^ ip cos O 4- 9 » 
die sich aus Fig. 15, S. 43, durch Projektion der Komponenten 

• 

d-y tf;, g> der Winkelgeschwindigkeit auf die x^ y^ ie; -Achse unmittel- 
bar ergeben, und durch deren Auflösung 

'9' =« jj cos (p — q%mq> 

• ^ j?8iny-}-gcoBy .^^ 

^ sin 'S" . ^ ' 

9 =■ r — ( j) sin 9 + g cos ap) ctg -^ 
folgt. 

34. Der Elugelkreisel und der symmetrisohe Ereisel. 
unter welchen Bedingungen die Kreiselbewegung sich mit elemen- 
tareren Hilfsmitteln als elliptischen Funktionen behandeln läßt, 
übersieht man auf folgende Weise: 
Man setze 

P^ + q' + r^^^\ (1) 

Dann folgt aus den Gleichungen Nr. 81 (4) durch Multiplika- 
tion mit pjAy resp. qjB resp. r/C und Addition 

T -^V =Mr {-^- + -^- + - ^- ) , (2) 

und wenn man p, g., r mit Hilfe der Gleichungen (l) und Nr. 31 
(3) und (5) durch g^ ausdrückt, nämlich 

P '{A-B){A-C) 



9' = 



CA (9 •-8.') 



r 



{B-C){B-A) 
~(.C-Ä)(C-B)^ 



(3) 
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wo «s_L?!(-S+^^)-3' 

i gesetzt ist, so ergibt sich 

Y W ~ >^(9?"^*)(ö,*-9')(9,*-9*). (5) 

Die Zeit ist also nach (5) ein elliptisches Integral von 9^, 

auSer wenn zwei der Eonstanten in (5) einander gleich sind. Das 

[ ündet aber statt, wenn zwei Hauptträgheitsmomente einander gleich 

siod, oder wenn 3* einen der drei Werte 2TÄ, 2TB, 2TG hat. 

Diese elementareren Fälle sind auch praktisch von Bedeutung 

I und sollen deshalb diskutiert werden. 

I 1) ^ =» J? » 0. Sind alle drei Hauptträgheitsmomente einander 

I gleich, so heißt der Kreisel ein Kugelkreisel, Er braucht deshalb 
keineswegs die Form einer Kugel zu haben ; ein Würfel z. B. würde 
auch den genannten Bedingungeiü genügen. 

Nach Nr. 81 (4)' bleiben dann p, g, r konstant gleich Pq, Qq, Tq, 
d. h. der Kreisel dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
dauernd um eine in ihm festliegende Achse, die nach Nr. 31 (2) 
auch im Baume festliegt. 

2) Ä=^ B, Sind zwei Hauptträgheitsmomente einander gleich, 
so heißt der Kreisel ein symmetrischer. 

Dann wird nach Nr. 33 (6) x — 0, und die elliptischen Funk- 
tionen gehen in trigonometrische über, denn nach Nr. 33 (l) wird 

p ■= a cos(X^ -f- ft), q^ b 8ia(Xt -j- fi)^ r^c, (6) 

Nach Nr. 33 (6) wird aber 6* = a*, A* = c* \ 1 J "^^ °*^^ 

der früher angestellten Yorzeichenbestimmung, wenn wir rQ« c > 
wählen. 



also 



1 ^-^ j. 



i? = a cos \^^^^ 1 + <tij 

jr, {Ä - C) 
— a sm ^ " 



(Md^^ t + ,) (7) 



r = r^. 
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Die Winkelgeschwindigkeit um die Figurenachse ist somit 
konstant. 

Durch Integration der Gleichungen Nr. 33 (8') ergeben sich 
dann ^, tf;, q>. 

Unbeschadet der Allgemeinheit darf man annehmen, daß der 
Impuls die Richtung der ^ -Achse hat, daß also nach Nr. 31 (2) 

Ä («ii? + a,g) Ca^rQ 

MßiP + ß^^) - - ß,r, 
ist. 

Drückt man die Bichtungskosinus nach Nr. 24 (7) und p und 

q nach Nr. 33 (8), durch «&, t/;, 97, •&, tf; aus, so folgt 

C 
-^ cos 1/; — tf; sin tj; sin 'd' cos ^ •- — sin '^ sind" -j Vq 

c (') 

•^ sin t(; + ij; cos 1/; sin -^ cos-^ = + costf; sin-^-j-rQ, 

aus denen sich 

C 

-» — und ijf cos d'^'j-fQ (10) 

ergibt, außer wenn '9' » 0, d. h. der Kreisel ein aufrechter ist, 
während die letzte Gleichung Nr. 33 (8) 

V-r,^ (11) 

verlangt. 

Die Integration von (10) und (ll) liefert 

^ = ^0» t/'^-toH-^^ 9-9o + «^ (12) 

wenn 

^ "^ Ä 008^/ ^ ~ Ä ''o' 

also 6 und £ durch die Gleichung verbunden sind 

~ ^— cos ^0 . (13) 

Die durch (12) und (13) dargestellte Bewegung ist eine so- 
genannte reguläre Präzession, d ist die Winkelgeschwindigkeit, 
mit der die Figurenachse um die Impulsachse rotiert, oder die 
PräzessionsgeschwindigJceU, während e die Eigendrehungy d. h. die 
Drehgeschwindigkeit um die Figurenachse bedeutet. 

<9'q darf man immer als spitzen Winkel annehmen, da man die 
Richtung der positiven £; -Achse (Figurenachse) in seiner Wahl 



34. Der Engelkreisel und der symmetrisclie Kreisel 61 

hat Dann ist die Prazession progressiv oder retrograd^ je nach- 
dem Ä^ C ist. 

Diese Bewegung ist die allgemeinste, die der kraftefreie, sym- 
metrische Kreisel ausführen kann, wenn d", t|;, g> irgend drei 
Eul ersehe Winkel bedeuten. Wenn aber diese Winkel die oben 
erwähnte Beziehung zum Mechanismus der Gardani sehen Auf- 
hängung haben, so ist hier der spezielle Fall vorausgesetzt, daß 
der Impuls die Richtung der im Baume festen Achse der Auf- 
hängung hat. 

Die gefundenen Resultate lassen sich in einfacher Weise auch 
aus dem in den Eul er sehen Winkeln dargestellten Ausdrucke für 
die lebendige Kraft ableiten. 

In der Formel 

2T^A{^^ + ^^ sin« d) + C{q>+'^ cos O)«, (14) 

die sich aus Nr. 31 (5) und aus Gleichung (8) der vorigen Nummer 
ergibt, kommen die Koordinaten g) und tf; überhaupt nicht vor, son- 
dern nur ihre zeitlichen Differentialquotienten, (p und tf; heißen 
deshalb nach Helmholtz^) eyJdische Koordinaten. 
Aus (14) erhält man 

^ — ' A'^ sin^'d' + C{q> + i\f cos*^) cos '6', ^-- — 

--T- »" Ad^ , -K^ -» J.t|;* sin -^ cos — (7(9 -f tf> cos '^) t^ sin -O-, 

so daß aus den Lagrangeschen Gleichungen in der zweiten Form 
(Nr. 19 (7)) sofort die zwei Integrale 

(J.sin*'^ H- C Qos?^)'^ + OcoS'0'9=-JSri 

C (^ -f- tf; cos -0«) - JTjj ^^^^ 

folgen, während <& der Gleichung genügt 

— {A — C)if^ sin-O« cos-^ + Ctp^^jß sin^ -t-^-Ö« - 0. (16) 

Setzen wir z. B. -^ = konst., so folgt aus den Gleichungen (15) 
sofort, daß (p und if; konstant sind, und aus (I6) ergibt sich die 
Beziehung (I8) wieder. Wir sehen also unmittelbar aus dieser 

1) H. V. Helmholtz, Journ. f. Math., 97, S. 111, 317, 1884; 100, 
S. 137, 213, 1887. 
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Form der Bewegungsgleichungen, daß die reguläre Präzession eine 
mögliche Bewegung des kräftefreien Kreisels ist. 

35. Die Stabilierung durch Kreiselwirkung. Wirken auf 
den Kreisel Drehmomente, welche hei einer virtuellen Yersekie- 
hung die Arheit 

i'Ä - 9l^dO + 9»ydt|; + \Sg> (1) 

leisten, so ergehen die Lag ran gesehen Gleichungen die Formeln 

^ [ä sin^O-ij; + C{<jp + tj; cos-^) cos '^1 =- 31^ 

^^C{g>+^l^ 003^)^31^ (2) 

Äd^ — {Ä — C)t(;* sin ^ cos + Cg>^ sin -^ =- 91^ 

In (l) bedeutet 91 das Drehmoment um die Figuren achse, 
es ist also 9? = 91,; 31^ ist das Drehmoment um die im Räume 
feste Achse ^ der Cardani sehen Aufhängung, also ist 

31^ ist das Drehmoment um die Knotenlinie, d. h. 

91^ = 91^. cos g> — 9ly sin 9 . 

Wir haben also mit Berücksichtigung von Nr. 24 (7) 

9lw, =» sin (f sin ^31^^ + cos g> sin -^91^ + cos &31, (1') 
3l<i. = cos g)9la. — sin 99ly . 

Sind 91^ = 91^ = 9ly = 0, so ist eine Lösung der Gleichungen (2) 

^0-^2, ^0 = 0; %^0, ti;o = 0; ^^o'^'-o- (3) 

Das ist eine Rotation des Kreisels mit der Winkelgeschwindig- 
keit Vq um die im Räume ruhende Figurenachse. 
Wir suchen nun eine Lösung von (2), indem wir 

-^ ="^0 + ^1» '^'=^%+'^ii 9 = 9o + 9i (^) 

setzen und annehmen, daß '9'^, tf;^, 9?^ so klein sind, daß ihre 
höheren Potenzen und Produkte vernachlässigt werden können. 
Diese Lösungen werden um so länger genäherte Gültigkeit haben, 
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je kleiner die Drehmomente 31 sind^), welche als Funktionen der 
Zeit aufgefaßt werden mögen. 

Aus der zweiten Gleichung (2) folgt durch Integration 

t 



-f^ är, (5) 





aus der ersten Gleichung (2) 

^ti-Cr>i-3i^ (6) 

und aus der dritten Gleichung (2) 

Ä9^ + Cr^^i = 31» . (7) 

Integrieren wir (7) einmal nach der Zeit, so erhalten wir 

i 

dt--^ti, (8) 








und wenn wir diesen Wert in (6) substituieren, 



t 



ü 

Ebenso ergibt sich durch einmalige Integration von (6) und 
Substitution des Integrals in (7) 



Haben niemals Drehmomente gewirkt, waren also immer die 

91 -" 0, so ergeben die Gleichungen (9) und (10) für tp^ und d'^ 

Cr 

einfache Sinusschwingungen, deren Schwingungszahl - — j um so 

größer ist, je schneller der Kreisel rotiert. Mittels dieser Werte 
stellen die Gleichungen (4) eine Bewegung mit etwas anderen An- 
fangsbedingungen, als sie durch (3) gegeben sind, dar. Diese mo- 
difizierte Bewegung bleibt also, solange die Voraussetzungen über 
die Vernachlässigungen gelten, dauernd der ursprünglichen benach- 

1) Man vgl. wegen dieser Methode weiter unten in der ,^Theorie 
der Sehwingungen^*^ die Nummer über das Gleichgewicht eines Be- 
wegungszustandes. 
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bart, da die kleinen Störungen dj und ^^ innerhalb gewisser 
Grenzen bleiben. In diesem Sinne ist die ungestörte Bewegung 
stabil. 

Dazu ist es aber notwendig, daß der Kreisel alle drei Frei* 
heitsgrade hat. Wäre z. B. die Bedingung d" =» konst. dadurch 
bewirkt, daß der innere Ring der Gardanischen Aufhängung fest- 
geklemmt ist, so wäre nach Gleichung (6) keine Stabilität vor- 
handen. 

Haben die Drehmomente nur bis zu einer Zeit ^^ < ^ gewirkt 
und sind nachher Null, und setzen wir die Drehimpulse 

3^=/k^dt, %^ßl^dt, (11) 

u 

so wird aus (9) und (10) für ^ > ^^ 

Diese Gleichungen stellen aber zusammen mit (3) und (4) 
Schwingungen um eine Gleichgewichtslage 

dar, und wenn die Schwingungen durch reibende Kräfte, die in 
unserem Ansatz nicht mit berücksichtigt worden sind, absorbiert 
sind, so hat die Figurenachse die durch (13) gegebene neue Buhe- 
lage angenommen. 

Aus dieser Formel schließen wir erstens, daß die Ablenkungen 
durch störende Impulse 3 ^un so kleiner sind, je größer der ur- 
sprüngliche Impuls um die Figurenachse oder der sogenannte 
Eigenimpuls Cr^ ist, daß also ein großer Eigenimpuls den Kreisel 
sehr stabiliert. 

Des Weiteren erhalten wir das auf den ersten Blick paradoxe 

Resultat, daß ein Drehimpuls um eine | f v 1 i -^^^^ ^^^ 

{vPTtikflii p I 
, . i. 1 f Achse hervorruft. 

Diese Erscheinung erklärt sich aber einfach in folgender Weise: 
Die Grundgleichung der Kreiseltheorie ist die Vektorgleichung 

(Nr. 29 (12)) ^cy 
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3 ist der Drehimpuls des Kreisels, 31 das zu seiner Änderung 
erforderliche Drehmoment. Das Bezugssystem, in dem (14) gilt, 
ist ein im Baume festes. 

Ist der Eigenimpuls Cvq groß gegen die nachher von außen hinzu- 
gefügten Impulse, so dürfen wir bei der Berechnung der Größe von 3 
diese gegen jenen vernachlässigen; dann ist § in (14) einfach 
der Eigenimpuls, welcher bei konstanter Größe lediglich seine Rich- 
tung im Räume bei Bewegung der Figurenachse ändert. , q , 

Die anfJlngliche Lage der Pigurenachse (tp == 0, '\ ^ 

^ =« n/2) ist bei Benutzung der in Fig. 1 7, S. 43, abge- K 

bildeten Car danischen Aufhängung eine horizontale. 
Betrachten wir die Endlage t(; =« ^, d" == 7t/2 (vgl. 
Fig. 21), so hat sich der Impuls in der Horizontal- 
ebene gedreht von OP in die Lage OQ, es ist also ein 
Impulszuwachs entstanden, der durch PQ nach Größe 
und Richtung dargestellt wird. Er wird nach (14) hervorgerufen 
durch ein Drehmoment um eine Achse P'C'||jPÖ durch den Krei- 
selmittelpunkt, das die Kreiselspitze herunterzudrücken sucht, d. h. 
durch ein Moment SR^, wie die erste Gleichung (13) ^/ 
es verlangt. 

Ebenso, wenn die Anfangslage der Figurenachse o\ 
ip « 0, -^ -= ;r/2, die Endlage i/; = 0, ^ = ö ist. i ^ ^^ ^^ 
Diese Drehung in der Yertikalebene ergibt einen 
Impulszuwachs PR (Fig. 22), der ein Drehmoment um die Ver- 
tikalachse P'R^ erfordert, das wir durch 9?^ bezeichnet haben. ^) 

Die allgemeinen Integrale der Gleichungen (9) und (10) lassen 
sich leicht angeben.^) Es ist unter den Anfangsbedingungen i/;^» 0, 








In dieser Formel wollen wir den zweiten Term durch partielle 
Integration umformen. Dadurch erhalten wir 



1) Vgl. wegen dieser Überlegungen z.B. F. Klein und A. Sommer- 
feld, Über die Theorie des Kreisels 4, Leipzig 1910, S. 761 ff. 

2) Vgl. H.Weber, Die partiellen Differentialgleichungen d. math. 
Phys. 1, 6. Aufl., Braanschweig 1910, S. 155. 

Weber a. Gaue: Bepert d. Physik. I. 5 
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t t 



(15) 
Cr. 



+ 7^Jyi^{r)dx, 



und ebenso wird 



t t 

Die in den Gleichungen (6) und (7) auftretenden sogenannten 

(/yroskopischen Tenne — Cr^^^ resp. + CrQt(;i sind das Charakte- 
ristische der Stabilierungs Wirkung, da sie den Anlaß zu Schwin- 
gungen um die ungestörte Bewegung geben, und die überall in 
den Nennern von (15) und (16) stehende Größe Cr^ verursacht, 
daß die Störung bei großem Eigenimpuls klein wird. 

Diese Stabilierungswirkung wird verwendet im Geradlauf- 
apparat der Torpedos, indem derselbe bei Ablenkungen des Ge- 
schosses entweder die betreffenden Steuer betätigt oder durch den 
Druck auf seine Lagerung die Ablenkung selbst verhindert.^) 

Sodann hat man auf einigen Schiffen bereits den Schlick- 
schen Schiffskreisel^) eingebaut, der die Rollbewegungen des Schiffes, 
das sind Schwingungen um die horizontale Längsachse, verhin- 
dern soll. 

Femer benutzt man bei der Einschienenbahn^) di« Ereisel- 
wirkung zur Stabilierung des Fahrzeuges. 

Schließlich möge noch die Stabilierung von Langgeschossen 
durch den Drall des Geschosses erwähnt werden, doch gehören 
die hierbei auftretenden Erscheinungen, da die Drehmomente durch 
den dauernd wirkenden Luftwiderstand hervorgerufen werden, nicht 
mehr in die hier behandelte Theorie des kräftefreien Kreisels und 
seiner Störungen, sondern in die Theorie des Kreisels unter Bv^' 
wirkuQg äußerer Kräfte. 



1) F. Klein und A. Sommerfeld, 1. c. S. 782. 

2) Ebenda S. 794. S) Ebenda S. 900. 
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36. Nicht -holonome Bedingungsgleiohungen. Die Be- 
schrankungen der Bewegungsfreiheit, die wir bis jetzt betrachtet 
haben, waren immer endliche Gleichungen zwischen den Koordi- 
naten Yon der Form 

9^^(^nyi>--MO--ö, (1) 

aus denen durch Variation 

*^.-2'fe*^'+---=-0 (2) 

als Bedingung für die virtuellen Verschiebungen folgte. 

Enthielt q> die Zeit t explizite, so war für eine virtuelle Ver- 
schiebung die Zeit nicht mit zu variieren, es lautete also die Be- 
dingung einer virtuellen Verschiebung 

2'fe<^*«+--- = ''^M-^'5'="0. (3) 

i 

Wendet man das Hamiltonsche Prinzip an, so ist (3) mit 
(2) identisch, da bei diesem Prinzip die Zeit nicht mit variiert 
wird, dagegen ist bei Anwendung des Maupertuis sehen Prinzips 
schon hier ein Unterschied zwischen (3) und (2). 

Nun gibt es aber auch Bedingungsgleichungen, die sich nicht 
in endlicher Form schreiben lassen, die also nur Bedingungen 
zwischen den Koordinatenänderungen darstellen. Ihre Form ist 
die folgende 

n 

^^^rdx^+%^dy^+ i^^dz^^O', (4) 

v = l 

diese entspricht der nichtintegrablen Differentialgleichung 

n 

Solche Gleichungen heißen nach Hertz ^) nichtholonome Be- 
dingungsgleichungen, während Gleichungen vom Typus (l) oder 
(2) als holonome Bedingungsgleichungen bezeichnet werden. 

Im allgemeinsten Falle werden die Bedingungsgleichungen 
teils holonom, teils nichtholonom sein. 



1) H. Hertz, Die Prinzipien der Mechanik , Leipzig 1894, S. 91, 
Art. 123. 
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Durch Einführung allgemeiner Koordinaten q nehmen die 
Gleichungen (4) die Form an 

r 

2^.odq.-0. (5) 

Hertz ^) glaubte nun, daß das Hamiltonsche und das Man- 
pertuissche Prinzip zwar für holonome, nicht aber aber für nicht- 
holonome Systeme die richtigen Bewegungen liefere. 

Zu dieser irrtümlichen Überzeugung kam er durch Betrachtung 
eines einfachen speziellen Beispiels, nämlich des Falles, daß eine 
Kugel gezwungen ist, auf einer horizontalen Ebene zu rollen ohne 
zu gleiten (die Bedingung des Rollens ohne zu gleiten ist eine 
nichtholonome Bedingung) durch folgende Abzahlung. 

In Wirklichkeit sind von einer gegebenen Anfangslage der 
Kugel aus cx>^ Bahnen möglich entsprechend den cx>' Anfangs- 
richtungen der Drehachse. Da aber jede Bahn eine einfache Man- 
nigfaltigkeit von Lagen darstellt, so sind von einer gegebenen 
Anfangslage aus cx)^ Lagen durch die natürliche Bewegung zu 
erreichen. 

Andrerseits ist die Gesamtheit aller Lagen der Kugel auf der 
Ebene eine vierfache Mannigfaltigkeit, denn die Lage des Mittel- 
punktes ist eine zweifache Mannigfaltigkeit, und dasselbe gilt Yon 
der Orientierung der Kugel relativ zum festgehaltenen Zentrum. 

Da nun, rein kinematisch beurteilt, jede Endlage von einer ge- 
gebenen Anfangslage aus durch Bollen ohne Gleiten erreicht werden 
kann, und zwar auf mannigfache Weise, so muß es eine Bahn 
geben, auf der dies in kürzester Zeit stattfindet. Das aber ist für 
kräftefreie Bewegungen die Forderung des Hamilton sehen Prin- 
zips. Nach diesem müßten demnach, so meint Hertz, oo^ End- 
lagen zu erreichen sein. Hier sei also ein Widerspruch. 

Diesen geklärt zu haben, ist das Verdienst von Hölder*). Er 
zeigt, daß das Hamiltonsche und Maupertuissche Prinzip dem 
d'Ale mb er t sehen genau äquivalent sind unter der Voraussetzung, 
daß die Verrückungen, welche eine Lage der wirklichen Bahn in 
die entsprechende der variierten Bahn überführen, virtuelle sind. 

Bei nichtholonomen Bedingungsgleichungen wird die variierte 
Bahn im allgemeinen aber nicht mit den Bedingungsgleichungen 
verträglich sein. Wir haben es also bei den genannten Prinzipien 
nicht mit einem Minimumsproblem, sondern mit einem Variationen 



1) H. Hertz, 1. c. Einleitung S. 22. 

2) 0. Holder, GöU. Nachr. 1896, S. 122. 
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enthaltenden Integral zu tun, welches Null gesetzt wird. Nur 
dann sind die Integralprinzipien in Übereinstimmung mit dem 
d'Alemb er t sehen Prinzip. Hertz dagegen hat die kürzeste Bahn 
unter allen denen gesucht, die durch reines Rollen in die Endlage 
führen, hat also fälschlich vorausgesetzt, daß auch die variierte 
Bahn der ZwangsbediUgung genügt. 

Betrachten wir mit Holder als Beispiel einen einzigen Massen- 
pnnkt, der der Bedingungsgleichung 

^{xyz) dx + riixyz) dy + t{xyz) dz^O (6) 

zu genügen hat. Soll (6) integrabel sein, so muß eine Funktional 
existieren, mit der (6) multipliziert, ein vollständiges Differential 
ist, also 

dz ^ dy ^ dx dz ' dy "" dx 

oder 



^ (dn dS\ f.lB^__ da 

^^\dz dyl^^dy "^ dV 

^^ \dx dz) '^^ dz ^ dx 

\dy dx) "^^ dx ^ dy 



Multipliziert man diese Gleichungen mit |, 17, t ^^^ addiert, 
so erhält man 

fc (dn di\ , (dt aS\ . ^ /aS dri\ r. /7N 

als Integrabilitätsbedingung. 

Die richtige Variation verlangt, daß 

^öx + rjöy + idz^O (6') 

für die Lagenvariationen erfüllt ist, und zwar für alle Punkte der 
Bahn, also muß auch gelten 

d(iSx) + d{ri6y) + d{iöz) - 0. (8) 

Bilden wir dagegen für zwei entsprechende Bahnelemente der 
wirklichen und der variierten Bahn die Gleichung (6) und sub- 
trahieren dieselben voneinander, so folgt ^) 

6{idx) + d{ridy) + 6{tdz) =-0. (9) 

1) Hertz hat angenommen, daß (6) für die wirkliche und für 
die variierte Bahn gilt. 



70 Kapitel III. Dynamik des starren Körpers 

Wären (8) und (9) gleichzeitig erfüllt, so müßte auch ihre 
Differenz 

+ {ll-ll)(S^dy-dxdy)^0 (10) 

gelten. 

Aus (6) und (6') folgt aber 

dydis — 60dy : dzdx — dxdz : öxdy — dydx = |:??:?. (H) 

(10) und (11) sind nur miteinander verträglich, wenn entweder 
die Integrabilitätsbedingung (7) gilt oder wenn 

dxidyiöz =^ dxidyidz ^ (12) 

d. h. wenn die Bahn in sich selbst variiert wird. 

Da aber (7) und (12) nur ganz bestimmte Annahmen über 
die Bedingungsgleichungen resp. die Art der Variation sind, so 
folgt, daß tatsächlich beide Arten der Variation nicht mit einander 
verträglich sind, daß also die Gleichung (9) bei nichtholonomen 
Bedingungen falsch ist. 

Holder leitet (1. c.) die Bewegungsgleichungen für eine auf 
horizontaler Ebene kräftefrei rollende Kugel vom Eadius a ab. Die 
Bedingungsgleichungen, bezogen auf ein fest mit der Kugel ver- 
bundenes Koordinatensystem xyz, lauten, wie geometrisch sofort 
evident ist, 

v^a{y^r- y^p) (13) 

Hier haben w, v, «', p^ g, r dieselbe Bedeutung wie in Nr. 26, 
und die im Räume feste ^ -Achse (vgl. Nr. 24) hat die Richtung 
der Normalen auf der Ebene. 

Man darf also auf Grund des Vorigen bei der Aufstellung der 
Bewegungsgleichungen mit Hülfe des Hamiltonschen Prinzips 
in den Ausdruck der lebendigen Kraft T nicht die Gleichungen (13) 
vor dem Variieren einführen, weil das bedeuten würde, daß auch 
auf der variierten Bahn ein reines Rollen stattfindet. 

Voß^) zeigt die Äquivalenz der Integralprinzipien mit dem 
d'Alemb er t sehen Prinzip auch in dem Falle, wo die Bedingungs- 
gleichungen auch die Zeit explizit enthalten. 

1) A. Voß, GöU. Nachr. 1900, S. 322. 
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Kapitel IV. 

Gravitation. 

37. Der ftreie Fäll und der Wurf. Die einfachsten Gravitations- 
erscheinungen treten uns bei den von Galilei studierten Bewe- 
gungen entgegen, welche wir bei allen in der Nähe der Erdober- 
fläche sich selbst überlassenen Körpern beobachten, beim soge- 
nannten freien FäU. 

Wie Galilei gefunden hat, bewegt sich ein fallender Körper 
mit konstanter Beschleunigung g, deren Richtung vertikal nach 
unten weist. 

Die Kraft, die nach Newton ja als Produkt aus Masse und 
Beschleunigung definiert ist, ist also beim Wirken der Schwer- 
kraft der Erde mg, d. h. der Masse deö bewegten Körpers selbst 
proportional. 

Legen wir die x- und y-Ache eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems horizontal, die ;s^- Achse vertikal nach oben, so lauten 
die Newton sehen Bewegungsgleichungen 

-Sr - (1) 

d*z 

Durch Integration ergibt sich 

y^a^ + \t (2) 

Die Integrationskonstanten bestimmen sich durch Anfangslage 
und Anfangsgeschwindigkeit. Durch geeignete Wahl des Koor- 
dinatensystems können wir bewirken, daß für <=0 x^y^^Z'^O 
ist; dann wird in (2) a^ — a^ =» ttg = 0. Femer möge die an- 
fängliche Geschwindigkeit in der a?;? Ebene liegen, also iÄ) 

* bj = sein. Dann bleibt nach (2) dauernd y ~ 0. 

Ist speziell \ *** 0, so ist keine horizontale Geschwindigkeits- 
komponente vorhanden^ und wir haben es mit dem freien Fall 
resp. senkrechten Wurf zu tun. 
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Ist die Anfangsgeschwindigkeit Null (freier Fall), so ist 63 = 0, 
also 

- = §| = -^^ (3) 

und 

z = -i-t\ (4) 

Die FallgeschwindigJceU ist der FaUmt^ der zurückgelegte Weg 
dem Qiiadrat der Zeit propoHional, 
Aus (3) und (4) ergibt sich 

kl = + |^ oder v^y^g\z\ (5) 

(5) ist der Ausdruck des Energieprinzips, denn da die Kraft mg 
ist, so ist die potentielle Energie Y == mgZy also muß 

T + 7 = Y t;2 ^ mgz = konst. (5a) 

sein. Da aber für ^ = t; = und ;? == ist, so ist die Kon- 
stante Null, und (5 a) ist mit (5) identisch. 

Ist ftg > 0, so haben wir den senkrechten Wurf mit der An- 
fangsgeschwindigkeit ^3 = Vq nach oben. 

Dann folgt aus (2), wenn wir wieder «3 — setzen, 

als Wurfhöhe zur Zeit t. 
Die Geschwindigkeit 

%-%-9t (7) 

ist anfänglich nach oben gerichtet, wird immer kleiner, bis sie zur Zeit 

Null wird. Dann hat die Wurfhöhe ihren größten Wert erreicht, 
der nach (6) und (8) 

_ ^ 

ist. 

Die Konstante in der Gleichung (5 a) wird jetzt — Vq, so daß 
die Gleichung 

gut. 



Ä. = ::2! (9) 
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Hat z beim Herunterfallen wieder denselben Wert wie beim 
Aufsteigen, so hat also auch \v\ denselben Wert, nur das Zeichen 
von V ist entgegengesetzt, da nach (7) i; dauernd abnimmt. 

Ist z wieder Null geworden, so ist also t; = — v^. 

Der schiefe Wurf wird durch 

x = a^ + \t .^^. 

dargestellt. Er erfolgt also in einer Vertikalebene. 

Wir dürfen a^ = ag = setzen, indem wir den Anfangspunkt 
der Zeit in den Moment verlegen, in welchem der Körper vom 
Koordinatenursprung aus fortgeschleudert wird, und erhalten als 
Bahn, indem wir aus den beiden Gleichungen (11) ^ eliminieren, 

Die Wurfbahn ist also eine Parabel mit vertikaler Achse. 
Führen wir die Anfangsgeschwindigkeit v^ und den Elevations- 
winkel oder Abgangswinkel a ein, so lauten die Gleichungen 



05 = «;o cos a • ^ 

z ^ Vq sm a ' t — ^i^ 



(11') 



e^igax-i- -,"'-r- • (120 

: ° 2 p,' cos' a ^ ■' 

I Aus (12) resp. (12') folgt 

! 

dz bm X , g / , ^N 

dz 
Der Scheitel der Parabel wird erreicht für t- = 0, also nach 

ax 



(13) für 



Vft*sin2a 



(14) 



1 2g 

Dort ist 

_V8inVa . 

^^' 2f~' ^^^^ 

Das ist die maximale Wurf höhe. 

Nach (12') ist ;8f = erstens für o; « und zweitens für 

2 sin 2 a , ^x 

^ = V— ^-- (16) 

Das ist die Wurfweite. 



1 
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Die Plug zeit ergibt sich aus der zweiten Gleichung (11 '), indem 
man in derselben z = setzt, zu 

t^-""' sina. , (17) 

Löst man (12') nach tg a auf, so ergibt sich 



als derjenige Abgangswinkel, welcher notwendig ist, damit bei 
gegebener Anfangsgeschwindigkeit Vq ein bestimmter Zielpunkt 
mit den Koordinaten x, z getroffen wird. 

Aus dem doppelten Vorzeichen kann man schließen, daß für 
ein und dasselbe Ziel zwei Abgangswinkel möglich sind (Flach- 
schuß und Bogenschuß), falls der Radikand positiv ist. 

Diejenigen Zielpunkte, für die die Quadratwurzel imaginär 
wird, lassen sich überhaupt nicht mit der Anfangsgeschwindigkeit 
v^ von dem gegebenen Orte aus treffen. 

Bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit t;^ ist die Wurfweite 

iT- sin 2 a ein Maximum für den Elevationswinkel a »= 45®. Die 

Wurf höhe ist dann -- • 

Die wahren Verhältnisse sind von den hier beschriebenen ab- 
weichend, da die Luftreibung nicht mit berücksichtigt ist. 

BaUlstik. 

38. Der Luftwiderstand. Newton stellte das Gesetz auf, 
daß der Widerstand, den ein durch eine Flüssigkeit oder ein Gas 
bewegter Körper erleidet, dem Quadrat der Geschwindigkeit pro- 
portional ist. 

Die theoretische Ableitung dieses Gesetzes mit Berücksichtigung 
aller Beibungserscheinungen , der Luftwirbel, der Verdünnungs- 
und Verdichtungswellen usw. ist ein Problem der Hydrodynamik, 
das zu lösen unsere analytischen Hilfsmittel bisher nicht annähernd 
ausreichen. Deshalb ist man in der Ballistik darauf angewiesen, 
eine mehr oder weniger gültige empirische Formel zu benutzen. 

Für größere Exaktheit hat man den ganzen Geschwindigkeits- 
bereich in verschiedene Abteilungen, sogenannte „Zonen", zerlegt 
und für jede ein besonderes Gesetz aufgestellt^). Diese Zonenge- 

1) Vgl. z. B. C. Cranz, Competidium der theoretischen äußeren 
Ballistik, Leipzig 1896, S. 48—64; Math. Enc. 4, Nr. 18, S. 196, 
Leipzig 1903. 
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setze sind von Siacci^) in eine einzige Formel zusammengefaßt 
worden. 

Genügt eine geringere Genauigkeit, so kommt man, wie 
Kruppsche Yersuche^) zeigen, mit dem quadratischen Gesetz von 
Newton aus, nach dem bereits Euler^) in seinen ballistischen 
Untersuchungen rechnete. 

Demnach können wir die Widerstandskraft 

setzen, wo v die Geschwindigkeit in m/sec, ö das Gewicht von 
1 kg Luft (do = 1,206 ist das Gewicht von 1 kg Luft bei 15 ^ 
750 mm Druck und 50% Luftfeuchtigkeit), 2B das Kaliber 
(größter Querschnittsdurchmesser) des Geschosses in m bedeutet 
und TV, wie in der Ballistik üblich, in kg- Gew. zu messen ist. 
a ist ein Zahlenfaktor, der beim Kruppschen Normalgeschoß 

(Spitzenhöhe gleich 1,3 Kaliber) für i;<300 — den Wert 0,014, 



sec 



m 



far t; > 400 — den Wert 0,039 hat. Die Zahl a ist deshalb für 



sec 




die verschiedenen Geschwindigkeitsbereiche verschieden, weil W 
in Wirklichkeit nicht v^ proportional ist, ^ /(») 
sondern einer Funktion f{y) und f{v)/v^ sich 
durch eine Kurve von der Form der Fig. 23 
darstellen läßt. Wir sehen, daß bis zu Ge- 
schwindigkeiten von V « 300 m/sec f(v)/v^ 
konstant ist, also das quadratische Gesetz 
gilt. Dann kommt ein Bereich starker Ab- 
hängigkeit des Faktors f{v)jv^ von der Ge- 
schwindigkeit in der Nähe der Schalige- ^ ^^^ ^^^ eoomiMcc 
schwindigkeit 340 w/sec, deren Grund nach 
Mach^) Verdichtungs- und Verdünnungs wellen der Luft vor resp. 
hinter dem Geschoß sind, die sich mit Schallgeschwindigkeit fort- 
pflanzen. Für große Geschwindigkeiten kann mit grober Annähe- 

Hing wieder -i^ konstant angenommen werden. 

1) F. Siacci, Riv. d'aH, e gm. 1896, 1, S. 5, 195, 841; Archiv für 
^rt. u. Ingenieuroffiziere des deutschen Reichs 103, 1896, S. 5, 195, 341, 

2) Krupp, Ar eh. f. Art. u. Ingenieuroffieiere des deutschen Reichs 9. 
1889, p. 193. 

3) L. Enler, Berl Ber, 9, 1756, p. 321. 

4) E. Mach und P. Salcher, Wien. Ber. 96 Tl, 1887, S. 746; ibid. 
97 II, 1889, S. 41; Wied. Ann. 82, 1887, S. 277, 
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Beachtenswert ist ein Versuch von Sommerfeld^) den in 
der Kurve Fig. 23 dargestellten Verlauf der Funktion f{v)lv\ 
wenn auch nicht theoretisch zu erklären, so doch plausibel zu 
machen, indem er den Widerstand eines mit Unterlichtgeschwin- 
digkeit und mit Überlichtgeschwindigkeit bewegten kugelförmigen 
Elektrons als Analogon heranzieht. 

Im allgemeinen wird das Luftwiderstandsgesetz heutzutage 
experimentell dadurch ermittelt, daß an zwei nicht zu weit aus- 
einanderliegenden Punkten im Abstände l voneinander, zvnschen 
denen die Flugbahn als geradlinig aufgefaßt werden darf, die Ge- 
schwindigkeiten v^ und Vg gemessen und W nach dem Energie- 
prinzip durch die Formel 

2(V-V) = -H^-^ (2) 

für eine mittlere Geschwindigkeit v '^ ^(v^ -f- ^2) berechnet wird. 
39. Die Bewegungsgleichungen. Setzen wir nach Nr. 38(1) 

W^mcv^^ (1) 

so bedeutet cv^ die Verzögerung infolge des Luftwiderstandes, und 
es gelten die New ton sehen Bewegungsgleichungen 

d*x » 

:jts- = — cv^ cos w 

^* (2) 

^ = — ^ — c«;* sm 9> , 

unter q> den Winkel verstanden, den die Flugbahn mit der hori- 
zontalen aj- Achse bildet, während die 2/- Achse vertikal nach oben 
gerichtet ist. 

Diese Gleichungen sind zu integrieren unter den Anfangsbe- 
dingungen 

für < = : a; == ; ^ = ; 9) = a ; V « t'Q , (3) 

wo a der Abgangswinkel ist, der infolge der Laufvibrationen nicht 
genau mit dem Winkel der Seelenachse zusammenfällt.*) 

Aus (2) folgt, daß bei vertikal nach unten stattfindender Be- 
wegung die Geschwindigkeit schließlich gleichförmig wird und 
dem absoluten Wert nach 



1) F. Klein und A. Sommerfeld, Über die Theorie des KreiseU^, 
Leipzig 1910, S. 925. 

2) C. Cranz und K. R. Koch, Äbh. der hayr. Äk. der Wiss. 19, 
1899, S. 746. 
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.. - Vi (6) 



beträgt; dies tritt ein, wenn die Widerstandskraft gerade gleich 
dem Gewicht des Geschosses ist. 

40. Der vertikale Wurf und der freie Fall. Ist 9 => n/2, 
so wird nach Nr. 39 (2) 

i'--c(vl + v*). (1) 



Einmalige Integration ergibt 



Q 

V- sm -^ * — Vo cos — t 



*'"-*'- «_ (2) 

v^ COB -^ i -f- Vq sm -- 1 



^00 «?«, 



und nochmalige Integration 

Die Geschwindigkeit wird Null zur Zeit T, die aus 

tg^-^ (4) 



oc *'oo 



folgt. 

Daraus berechnet sich die Steighöhe aus (3) zu 

Beim freien Fall ist 9 = — 7t/2 zu setzen, also nach Nr. 39 (2) 

^ c(vl-v^, (6) 

somit 

v~-v^ighl* (7) 

und 

3,--^logco8h£ (8) 

oder, durch die Geschwindigkeit ausgedrückt, 



'00 



Wirft man einen Körper mit der Anfangsgeschwindigkeit Vq 
vertikal nach oben, so kommt er mit der Geschwindigkeit v in die 
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Anfangslage zurück, die sich ergibt, wenn wir (5) und (9) bis 
aufs Vorzeichen einander gleich setzen, und zwar wird dann 

««-Vv^- (10) 

41. Die baUistisohe Kurve. Nach den Gleichungen Nr. 39 

(2) ist 

d*x ds dx 

'df* ^di' 'dt 

d*y ds dy ^ ^ 

di^ ff — C^^- ^^ • 

d X 
Dividiert man die erste Gleichung (l) durch ^, so ergibt 

sich durch einmalige Integration 

^«Vocosac-^*. (2) 

Setzen wir zur Abkürzung 

so ist 

dy dx 

Tt-P-TV W 

und es wird nach der zweiten Gleichung (l) mit Berücksichtigung 
der ersten 

^P ''* + ^ = (5) 



dt dt 
oder wegen (2) 

^P 9 ^2c* 



dx t?^j*C08*a 



(6) 



woraus, da ds = dx ]/l + p^ ist, 

dp Vi'+'p^ ,-^ -i e^'*ds (7) 

^ ^ ' -^ v^*C08*a ^ ^ 

und durch Integration 

Ct?o*co8*a 



<I>(p) = C' ^4-^r- (8) 



folgt, unter 0{p) die Funktion 

o{p)^p 1/IT? + lg (i> + T^r+7) (9) 

und unter C^ die Konstante 

C. = <P(tg«) + -,^-.„ (10) 

verstanden. 



ct;,,'coB"a 
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Die Tangente p des Neigungswinkels drückt sich also nach 
(8) durch die Länge der Flugbahn aus. 
Nach (6) und (8) ergibt sich weiter 

dp 



ebenso wegen (3) 






und nach (5) 

Vgcdt --JJ^ , 

und zwar ist das Vorzeichen der Quadratwurzel in der letzten 
Gleichung positiv, da p mit t abnimmt. 
Weiter erhält man noch 

oder nach (5) und der letzten Gleichung (11) 



,« — ^ 



9 (l+i>*) 



c C,—^{p) (^^^ 

Die Funktion 0{jp) ist von Euler tabelliert worden, und er hat, 
da die Integrationen in (11) sich nicht ausführen lassen, die Ge- 
schoßbahnen näherungsweise dadurch berechnet, daß er die Diffe- 
rentiale dx^ dy^ dt, dp in (ll) durch kleine, aber endliche DiflFe- 
renzen ersetzte, d. h. er hat die Kurve näherungsweise durch einen 
Polygonzug dargestellt. 

Die Koordinaten x^, «/^ des Scheitels der Flugbahn sind nach 
(11), da dort j) = ist. 



CXt 



Die kleinste Geschwindigkeit liegt, vom Schützen aus gerechnet, 
jenseits des Scheitels, im Gegensatz zur Parabelbewegung im luft- 
leeren Räume, wo sie im Scheitel liegen würde, denn es ist 



dv 
~d 



?* o/ dvx , dvy\ 

t-^V'-dt+^y-dT) 



Da aber im Scheitel v ^^ und -~ nach (l) dauernd negativ 
ist, so ninunt v^ im Scheitel noch ab. 
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Die Abszisse x der Asymptote des absteigenden Astes der 
Flugbahn berechnet sich folgendermaßen. Für den unendlich 
fernen Kurvenpunkt wird jp =» — oo, also 

—00 

c V = C—^V__ , ( dp 

tga 

oder nach (13) 

00 

c{x'-x,)^-J ^J^^_^^^ , (14) 



wenn j)' == — p substituiert und 

^OO - p'Vi+V* - lg (- P + ViTJ') (15) 

,/ ^ gesetzt ist. 

-^E I Femer läßt sich zeigen, daß 

\ j der rückwärts verlängerte aufstei- 

\ I gende Ast auch eine Asymptote 

' /^'o^ ' x^ \\xr besitzt (Fig. 24), und daß der 

',[ Punkt stärkster BahnkrümmungD 

♦j zwischen dem Scheitel C und der 

j^ig 24 !! Stelle kleinster Gesch windigkeit i? 

* liegt. 
42. Flache Schußbahnen. Ist p so klein, daß p^ gegen 1 

vernachlässigt werden darf, so wird ")/l + j?^ = 1, also ds = dx 
und 5 = 0;, und Nr. 41 (6) ergibt 

dp ^d*y ^ e*^^ .^. 

dx da;*™ ^«0*008*«* ^ ^ 

Durch einmalige Integration folgt 

^-tg«--/v. ^";-\ (2) 

dx ^ t;^,*C08*a 2cx ' ^ ^ 

und durch nochmalige Integration ergibt sich die Gleichung der 
Flugbahn 

y = rc tg a -—1^^ . ^{2xc), (3) 

^ ° 2t?o*co8*a v /' N ^ 

wo 

Ä(.) = 2 ?l=^^i (4) 

ist. Im luftleeren Räume (c «= 0) wird Ä(2rcc) — 1, und aus (3) 
wird die Parabel Nr. 37 (12'). 
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über Geschoßabweichungen infolge der Erdrotation siehe unten 
Kapitel V. 

43. Die schiefe Ebene. Tatsächlich sind die Bewegungen, 
die infolge der Anziehungskraft der Erde an der Erdoberfläche 
hervorgerufen werden, von Galilei durch den Fall auf der schiefen 
Ebene studiert worden, da dabei die Bewegungen langsamer vor 
sich gehen und infolgedessen der Beobach- z^ 
tung zugänglicher sind. 

Wir betrachten einen Massenpunkt, der 
gezwungen ist, auf einer festen Ebene zu 
bleiben, welche gegen die Horizontale um 
den Winkel a geneigt ist (Fig. 25). 

Diese Ebene hat die Gleichung ^ ... ^^ 

z — xiga^O. (1) ^9- 25. 

Also gilt die Bedingung zwischen den virtuellen Yerrückungen 

^;e? — tg a . da; =« . (2) 

Femer ist nach dem d'Alemb er t sehen Prinzip Nr. 15 (2) 

w^tfa? + w^dy+ {m-^ + mg^Sz^O, (3) 

Multipliziert man (2) mit X und addiert es dann zu (3), so folgt 

d}x A tg a ^ 
dt^ m 

dt* ' '^ ' iw 

Die drei Gleichungen (4) und die Gleichung (l) genügen zur Be- 
stimmung von x^ y, j?, i. 

Multiplizieren wir die erste Gleichung (4) mit cos a und die 
letzte mit sin a und addieren die beiden, so ergibt sich 

d* 

^ (o; cos a + ;8f sin a) + ^ sin a = , (5) 



dt' 

wo d(iC cos a + ^ sin a) == ds die Projektion des Wegelements auf 
die XjEf- Ebene ist. 

Außer (5) gilt noch 

Weber n. Gans: Repert. d. Physik. I. G 
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und Dach (l) 

^-, (x sm a — e cos a) = 0. 

Wir haben also genau dieselben Gleichungen, wie die Gleichungen 
(1) in Nr. 37, wenn wir dort x durch 03 sin a — ^ cos a, z durch 
X cos a + ;? sin a und g durch g sin a ersetzen. 

Die Bewegung auf der schiefen Ebene findet also genau ana- 
log dem freien Fall statt, nur ist die Beschleunigung im Verhält- 
nis sin a : 1 kleiner. 

Um keinen Fehler durch die Reibung beim Gleiten des Körpe« 
auf der schiefen Ebene zu erhalten, läßt man gewöhnlich einen 
zylindrischen Körper auf der schiefen Ebene rollen. Sei seine 
Masse Jlf, sein Trägheitsmoment bezüglich der durch den Schwer- 
punkt gehenden, zur ^- Achse parallelen Achse K^ so ist, da wir 
es nur mit einem Freiheitsgrad zu tun haben, die Bewegung durch 
Anwendung des Energieprinzips bestimmt. 

Ist die Drehgeschwindigkeit ^, die Translationsgeschwindigkeit 
i, so ist i « ag, wenn a den Radius des rollenden Zylinders be- 
zeichnet. Femer ist die kinetische Energie T gegeben durch 

2T^Mk^ + Kq^ « Ms* + ^P 

und die potentielle Energie 

V^Mgz, 

und z und s sind durch die Beziehung z = s sin a verbunden, so 
daß nach dem Energieprinzip 

Y (3f + -t) P + Mgs sin a =« Konst. (7) 

wird. 

Aus dieser Gleichung erhält man s als Funktion von t Wir 
führen das Problem auf die Bewegungsgleichung des freien Falls 
zurück, indem wir (7) nach t differentiieren, und erbalten 

(M -f- , ) i «— — Mg sin a . (8) 

Die Beschleunigung ist also 

Mg 



^+^i 



j^ sina. 



a' 



Um den Vorteil des Rollens, aber nicht die Komplikation zu 
haben, daß man das Trägheitsmoment kennen muß, verbindet man 



44. Die Atwoodsche Fallmaschine 
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mit eineni seht leichten Wagen gewöhnlich eine schwerere Masse, 
die sich bei der Bewegung rein translatorisch verschiebt. 

44. Die Atwoodsche Fallmaschine dient auch zum Studium 
der Fallgesetze. 

Über eine Rolle ist ein Seil geführt; auf der einen Seite hängt 
die Masse m^ daran, auf der anderen Seite die Masse m^ (^ig- 26). 

Die jT- Achse sei vertikal nach oben gerichtet, dann besteht die 
Bedingungsgleichung 

^1 + ^2 '^ konst. (l) 

oder 

00^=- — 00^. (2) 

Aus dem d'Alembert sehen Prinzip folgt 



(3) 



d*2 d*z 

Ersetzen wir nach (1) -,-,* durch — -^* 

und nach (2) d^j^ durch — d^er^, so erhal- 
ten wir 

(4) 



d»». 



Wj — fWj 



g- 




Fig. 86. 



wtj — m. 



-g; diese Größe kann be- 



dt* m, -|- m^ 

Als Beschleunigung wirkt also , 

° " Wj -J- Wj 

quem in weiten Grenzen durch geeignete Wahl von m^ und Wj 
variiert werden. 

Der Apparat ist so eingerichtet, daß die Masse w^ ^^ ft^i -\- (^ 
gleich der Masse m^ ist, nur beschwert durch ein blechförmiges 
daraufgelegtes Übergewicht fi. Dieses kann an einer beliebigen 
Stelle der Bahn durch einen am Gestell der Maschine verschieb- 
baren Ring abgehoben werden. Von diesem Moment an wirkt keine 
Beschleunigung mehr, die Bewegung geht dann, abgesehen von 
der Reibung, mit konstanter Geschwindigkeit vor sich. 

Berücksichtigt man die Masse der Rolle vom Trägheitsmoment JT 
bezüglich ihrer Drehachse und vom Radius a, so besteht die Be- 
ziehung ag = i'2, wenn q die Drehgeschwindigkeit bedeutet, und aus 

dem Energieprinzip — ^-^ — « ^^a ^ o "i^s^ + (^Wj— Wi)(7^j = konst. 
ersieht man, daß die Beschleunigung g ' ^ ^^ ist. 



u 



6* 



84 



Kapitel IV. Gravitation 




Pig. 87. 



45. Die Wage.^) Aus den Prinzipien der Statik läßt sich das 
Gleichgewicht der Wage berechnen. Die Masse Q^ des Wagebalkens 
(Fig. 27) können wir uns im Schwerpunkte S vereinigt denken. 
Der Abstand des Schwerpunktes von der Mittelschneide sei 5, der 
Abstand der Mittelschneide von jeder der beiden Endschneiden 
sei X, die Masse eines Gehänges mitsamt der Schale sei Q^, die 
Belastung sei P, die sehr kleine Mehrbelastung auf der einen 

Seite p, und der Winkel, den 
die Verbindungslinie der Mittel- 
schneide und einer Endschneide 
mit der Verbindungslinie der Mit- 
telschneide mit demSchwerpimkte 
des Balkens bildet, heiße a. 

Dann ist Gleichgewicht, wenn 
dasGesamtdrehmoment verschwin- 
&+P det, d. h. wenn 

{Q^+P + p)Lsm(a^q>) 
^(Q^ + P)L sm(a + g>) (l) 

ist.*) Hier bedeutet (p den Ablenkungswinkel aus der Gleichge- 
wichtslage der unbelasteten Wage. 

Daraus ergibt sich, da a genähert 90® ist, wenn wir noch 
90® — a = f setzen, für kleine (p und s 

*^ ^ "" Q^s^HQ, + P)Lsms' (^^ 

Die Empfindlichkeit der Wage ig (p/p ist demnach von der 
nutzbaren Belastung P abhängig, außer wenn e *- ist, d. h. wenn 
die drei Schneiden in einer Ebene liegen. 

1) Man beachte auch den Artikel in der Enc. d. math. WisB. IV, 
1 II, Leipzig 1904, p. 37 von Pfa. Furtwängler, Mechanik der ein- 
fachsten physikalischen Apparate und Versudisanordnungen. 

2) Den allgemeineren Fall, daß die beiden Hebelarme, die beiden 
Schalenge wichte und die beiden Winkel a rechts und links ungleich 
sind, behandelt M.Thiesen, Ztschr. f. Instrumentenkunde^^ 1882, p. 858. 

In einer zweiten Abhandlung ibid. 8, 1888, p. 81, berücksichtigt 
er auch die Nicht -Parallelität der Schneiden. Diese beeinflußt die 
Empfindlichkeit und läßt den Ausschlag nicht unabhängig sein Ton 
der Lage der Last auf der Schale. Durch die Konstruktion der Ge* 
hängearretierung, durch gute Beweglichkeit der Schale gegen dtf 
Gehänge und durch geeignete Wahl der Stelle, um welche die Be- 
wegung stattfindet, läßt sich diesen Fehlerquellen abhelfen (Kreoz- 
gehänge). Man beachte das Buch von W.Fe Igen träger, Theorie, Kon- 
struktion und Gehrauch dei\ feineren Hebelwage, Leipzig u. Berlin 1907. 
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In diesem Falle ist die Empfindlichkeit e 

e = ^,^, (3) 

und diese scheint um so größer zu sein, je länger und leichter 
der Wagebalken ist, und je näher sein Schwerpunkt der Mittel- 
schneide liegt. 

Tatsächlich hat man deshalb auch früher den Wagen einen 
langen Hebelarm gegeben und denselben, um ihn leichter zu machen, 
ausgespart. Ferner befindet sich über oder unter der Mittelschneide 
eine mit Hilfe einer Schraube in vertikaler Richtung verschieb- 
bare Masse, um den Abstand s des Schwerpunkts vom Drehpunkte 
variieren zu können. 

Im allgemeinen wird man es garnicht erreichen können, daß 
alle drei Schneiden in einer Ebene liegen; deshalb ist (2) anzu- 
wenden. Aus dieser Formel ergibt sich, daß bei ganz starr ge- 
dachten Wagebalken die Empfindlichkeit mit wachsender Belastung 

zunimmt, konstant bleibt oder abnimmt, je nachdem e ;:^ ist, 

d. h. je nachdem die Endschneiden über der Mittelschneide, in 
gleicher Höhe mit derselben oder unter ihr liegen. 

In Wirklichkeit sind aber die elastischen Deformationen des 
Wagebalkens unter dem Einflüsse der Belastungen keineswegs zu 
vernachlässigen. Der Effekt einer solchen Deformation wird der 
sein, daß erstens der Schwerpunkt des Balkens weiter von der 
Mittelschneide wegrückt. Dadurch nimmt die Empfindlichkeit auf 
jeden Fall ab. Zweitens senken sich aber auch die Endschneiden, 
wodurch a vergrößert wird. Das kann, wie man leicht einsieht, 
sowohl eine Vergrößerung wie eine Verkleinerung der Empfind- 
lichkeit zur Folge haben, je nach dem Wert, den £ und die Be- 
lastung besitzen.^) 

Häufig justiert man die Wage so, daß das Maximum der Emp- 
findlichkeit bei mittleren Belastungen eintritt. 

Zur wirklichen Beurteilung der Empfindlichkeit einer Wage 
ist die Kenntnis der dynamischen Verhältnisse von Wichtigkeit.*) 



1) Eine genaue DiskuBsion des Einflusses der Belastung auf die 
Empfindlichkeit findet sich bei B. Weinstein, Handbuch der physi- 
kalischen Maßbettimmunaen 2, Berlin 1888, p. 393. 

2) Die Differentialgleichungen der Bewegung einer Wage, auch 
mit Berücksichtigung der Schwingungen der Schalen, finden sich bei 
B. Weinstein, l. c, p. 372 ff; femer F. J. Stamkart, Verhandel. 
Kon, Nederl. Inst. (3) 1, 1849, p. 63. 
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Da bei der Bewegung der Wage die Schalen mit ihren Be- 
lastungen sich nicht mitdrehen, sondern immer vertikal nach unten 
hängen, so kann man sich die gesamte Masse der Schale mit Be- 
lastung Q2 -{- P in der Endschneide konzentriert denken, und es 
ist dann einfach die ganze Schwingungsdauer T durch die Formel 




T=^27cl/-^ 



gegeben. Dabei ist das Trägheitsmoment JT == / + 2(Q^ + P)L^j 
wenn J das Trägheitsmoment des Balkens bezüglich der Mittel- 
schneide bedeutet, und die Direktionskraft, d. h. das Drehmoment, 
welches die Wage beim Ablenkungswinkel 1 erfährt, ist nach (2) 

I> - g(QiS + 2(g, + P)L sin 0, 

so daß mit Benutzung von (2) und Einfahrung der Empfindlich- 
keit e - *^^ 

e gL ^ ' 

wird.^) 

Nennen wir den Trägheitsradius des Balkens A, d. h. setzen 
wir Q^)? « t/, so können wir )} =« dX^ setzen, wo ^ von der 
Balkenform abhängig sein wird, und wir erhalten 

^ = ^[^öi + 2(«, + P)]X. (5) 

Mit Thiesen*) wollen wir ^■'^d ^*s reduzierte Gewicht des 
Balkens, P die nutzbare Last, ^-^öi + 62"*"^ ^® ^^^® ^*^*' 
11 •\- P das reduzierte Gesamtgewicht nennen; dann gilt 

2'» = ?f%(2I+P)i. (6) 

Bei einem bestimmten Gesamtgewichte und gegebener Schwin- 
gungsdauer ist also die Empfindlichkeit umgekehrt proportional 
der Balkenlänge. Dazu kommt noch, daß man bei Verlängerung 
des Balkens aus Pestigkeitsgründen die Massen desselben in stär- 
kerem Maße vergrößern muß. 



1) Der Zusammenhang von Schwingnngsdauer und Empfindlich- 
keit ißt experimentell untersucht worden von Weymann, Abh, Nor' 
mäl'EichunaS'Komm. 4, 1902, p. 137; W. Fei gen träger, ibid., p.lW. 

2) M. Thiesen, l c, p. 362. 



46. Wägung 87 

Deshalb ist man neuerdings bestrebt, im Gegensatz zu früher, 
recht kurzarmige Wagen herzustellen, um deren Einführung sich 
Bunge^) besonders verdient gemacht hat. Dabei verwendet man 
ein Material, das bei kleinem spezifischem Gewicht einen großen 
Elastizitätskoeffizienten besitzt, wie z. B. Magnalium. 

Die Genauigkeit der Wägung^) ist proportional der Empfind- 
lichkeit, also nach (6) proportional T*, ferner nach den Gesetzen 
der Ausgleichsrechnung proportional der Wurzel aus der Anzahl 
Beobachtungen. Da die Anzahl Wägungen, die in einer bestimmten 
Zeit ausgeführt werden können, aber proportional l/T ist, so ist 

die Genauigkeit proportional T^ oder c« , d. h. die Wage muß so 
empfindlich wie möglich gestellt werden. 

46. Wägung. Um den Einfiuß der Reibung zu vermeiden, 
und um nicht zu lange warten zu müssen, beobachtet man nicht 
die definitive Einstellung der Wage, sondern leitet dieselbe aus 
den Umkehrpunkten der Zunge auf der Skale ab. Allerdings 
werden jetzt auch Wagen konstruiert, bei denen infolge einer be- 
sonderen und leicht zu entfernenden Dämpfungsvorrichtung die 
endgültige Einstellung sehr schnell erfolgt.^) 

Wegen der Dämpfung der Schwingungen muß eine ungerade 
Zahl Umkehrpunkte b — etwa drei — beobachtet werden, aus 
denen sich nach der Formel 

(lo-Kh + ^h + h) 

die Ruhelage ergibt, d. h. man hat das Mittel aus dem ersten und 
dritten Umkehrpunkt zu nehmen und dieses mit dem zweiten Um- 
kehrpunkt wieder zum Mittel zu vereinigen. 

So bestimmt man den Nullpunkt a^ der Wage vor der Wä- 
gung. Dann belastet man die eine Wagschale soweit mit Ge- 
wichten p^y daß diese fast vollkommen dem auf der anderen Schale 
liegenden zu wägenden Körper das Gleichgewicht halten, und be- 
stimmt durch Schwingungsbeobachtungen wie oben die Ruhelage öj. 

Zeigt es sich, daß p^ eine zu l^^^e^f Belastung ist, so belastet 

weniffer } ^^^ ^^^ Gewichte p^ und bestimmt wiederum 
die Ruhelage a^. Schließlich entlastet man die Wage und wieder- 



1) P. Bunge, B^ertorium f. Experimentalphysik (Carls Bep.) 3, 
1867, p. 269. 

2) M. Thiesen, l c, p. 362. 

2,\ Eine . Kpiistruktion stammt von Cremieu, Jotirn, de phys. 6, 
1907, S. 690; s. auch Zeitschr. f. Instrumentenkunde 28, 1908, S. 24, 
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holt die Nullpunktsbestimmung, die a^' ergeben möge. Nennt 
man ao~~^~8~°~ ^^^ Mittel aus den beiden Nullpunkten, so 
findet man die wahre Belastung jp nach der Interpolationsformel 

«0 — «1 



i>=i>i + (i>2--Pi) «;--«; 



Den infolge der Ungleicharmigkeit der Wage auftretenden 
Fehler eliminiert man durch eine Doppelwägung, d. h. dadurch, 
daß man zuerst den Körper vom Gewichte Q auf die linke Wag- 
schale legt und die Gewichtstücke auf die rechte, nachher aber 
umgekehrt. Sind die Längen der beiden Hebelarme L^ resp. X,, 
so gilt für die erste Wägung nach dem Satze von den statischen 
Momenten 

QL, = Pi, . (1) 

Bei der zweiten Wägung, bei der das Gewicht P + p auf der 
Schale liegt, ist 

(p+i))ii = eA- (2) 

Division der beiden Gleichungen ergibt P(P + j?) = Q* oder ge- 
nähert 

Q^P^\p. (3) 

Das wahre Gewicht ist also das Mittel aus den beiden Wä- 
gungsresul taten. 

Das Längen Verhältnis der Hebelarme erhält man durch Multi- 
plikation der Gleichungen (l) und (2) miteinander. Es folgt 
(P + p) Xi* = PXj^ oder genähert 

&-1 + I-J- W 

Über die Fehlerbestimmung eines Gewichtsatzes findet man 
bei Weinstein^) oder Kohlrausch^) Angaben. 

Da die Wägungen in Luft ausgeführt werden, muß eine Kor- 
rektion wegen des Luftauftriebs angebracht werden. Nach dem 
Archimedischen Prinzip ist der Gewichtsverlust gleich dem 
Gewicht der verdrängten Luft. Bezeichnen wir das spezifische Ge- 
wicht des zu wägenden Körpers der Masse M mit (T, das der Ge- 
wichtstücke m mit d, das der Luft mit >l, so ist 

1) B. Weinstein, Handbuch der phys. Mafibestimmungen 2, 
Berlin 1888, p. 828. 

2) F. Kohlrausch, Lehrbmh d. präkt Phys., H, Aufl., Leipzig 
und Berlin 1910, S. 62. 



oder genähert 
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.f(i-A)-.(i-l) 
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(5) 



47. Dichte und spessifisches Gewicht. Unter der Dichte d 
eines Körpers versteht man das Verhältnis seiner Masse m zu 
seinem Volumen v, es ist also 

und die Dimension der Dichte ist 

[d] - [y] = [gr cm-«J . 

Wäre der ursprüngliche Plan geglückt, daß ein Kilogramm die 
Masse eines Kubikdezimeters Wasser von 4® sein soll, so wäre die 
Dichte des Wassers von 4® gleich Eins.^) Da aber (vgl. Nr. 6 S. 8) 
das Kilogramm um ca. 45 mgr zu groß geworden ist, so ist die 
Dichte des Wassers in ihrem Maximum 0,99996. Für die meisten 
Zwecke genügt es jedoch, diese Zahl durch den sehr genäherten 
Wert 1 zu ersetzen. 

Das spezifische Gewicht eines Körpers ist definiert als das 
Verhältnis der Dichte des betreffenden Körpers zu der des Wassers 
bei 4®. Der Dimension nach ist das spezifische Gewicht also eine 
reine Zahl, und das spezifische Gewicht des Wassers von 4® ist 
gleich Eins. 

In folgender Tabelle sind die spezifischen Gewichte einiger 
fester und flüssiger Körper bei Zimmertemperatur angegeben. 





spez. Gew. 




spez. Gew. 


Alnminium 

t Äther 

: Alkohol 

|Blei 

1 Eis 

Eisen 

Gewöhnliches Glas . 

, Plintglas 

! Kork^ 

1 Kupfer 


2,7 

0,717 

0,791 

11,3 

0,917 

7,1-7,9 

2,6 

3,0—6,9 

0,2 

8,9 


Messing 

Nickel 

Petroleum 

Platin 

Quecksilber 18®. . . 
0® 

„ V . . . 

Schwefelkohlenstoff . 

Silber 

Wasser 18* 

Zink 


8,1—8,6 

8,9 

0,8 

21,4 
13,551 
13,595 

1,26 

10,5 
0,9986 

7,1 



1) Die Temperatur 4^ hat man gewählt, weil die Dichte des 
Wassers als Funktion der Temperatur bei 4® ein Maximum hat. 
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Zur Bestimmung des spezifischen Gewichts eines festen Kör- 
pers ist die Kenntnis der Masse und des Volumens nötig. Erstere 
mißt man mit der Wage, das Volumen ermittelt man je nach dem 
Aggregatzustand auf verschiedene Weise. Bei festen Körpern z. B. 
kann man, wenn der Körper in eine einfache geometrische Form 
gehracht werden kann, das Volumen durch direkte Ausmessung 
der Dimensionen finden. Soll das Resultat jedoch genauer werden, 
so wird man sich auch zur Volumbestimmung der Wage bedienen, 
indem man den von Archimedes gefundenen Satz der Hydro- 
statik benutzt, daß ein Körper in einer Flüssigkeit so viel seines 
Gewichtes verliert, wie das Gewicht der verdrängten Flüssigkeit 
beträgt. Wägt man einen Körper also zuerst in Luft, dann in 
destilliertem, ausgekochten (um die Luft auszutreiben) Wasser von 
gemessener Temperatur, indem man ihn z. B. mittels eines Kokon- 
fadens an der Wage befestigt und in ein mit Wasser gefülltes 
Becherglas hängen läßt, so ergibt die Massendifferenz das Volumen 
unter der Voraussetzung, daß die Wägung in Luft die Masse er- 
geben hat, und daß das spezifische Gewicht des Wassers gleich 1 ist. 

In Wahrheit aber erfährt der Körper schon bei der ersten 
Wägung einen Auftrieb, nämlich den der Luft, und das spezifische 
Gewicht des Wassers bei Zimmertemperatur ist kleiner als 1, wie 
aus der folgenden Tabelle hervorgeht.^) 

Spezifisches Gewicht des Wassers. 



Temp. 


spez. Gew. 


Temp. 


8pez. Gew. 


Temp. 


spez. Gew. 


0« 


0,999868 


6« 


0,999968 


12 


0,999625 j 


1« 


0,999927 


70 


0,999929 


14 <> 


0,999271 


20 


0,999968 


8« 


0,999876 


160 


0,998970 ; 


»• 


0,999992 


90 


0,999808 


18 


0,998622 


40 


1,000000 


10 


0,999727 


200 


0,998230 


50 


0,999992 











Betrugen die mit der Wage ermittelten Gewichte in Luft und 
in Wasser m resp. m\ so ist das auf den leeren Eaum reduzierte 
Gewicht in Luft w + Fi, wenn V das Volumen des Körpers, X die 
Dichte der Luft bei dem jeweiligen Barometerstand und der Tem- 
peratur im Wagekasten bedeutet, also ist der Gewichtsverlust 



1) Thiesen, Scheel und Diesselhorst, Wissensch. Äbh. der 
phys.-techn. Beichsanstdlt 8, 1900, S. 68; vgl. auch Chappuis, Tra- 
veaux et Mem. du Bwr. int. 13 D, 1907, S. 30. 
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m + 7i — m' und nach dem Archimedesschen Prinzip das Vo- 

lamen V = — "^^^ , unter Q das spezifische Gewicht des 

Wassers verstanden , oder V — - - 

Setzt man diesen Wert in die Formel 

ein, Bo erhält man das genaue Resultat 

Das spezifische Gewicht von FlüssrgkeiUn läßt sich mit Hilfe 
des Pyknometers bestimmen. Das ist im Prinzip ein FUschchen 
mit einer Marke, welches einmal leer, dann mit der betreffenden 
Flüssigkeit gefOUt und schlieBlich mit Wasser gefallt gewogen wird. 

Die Differenz der zweiten und ersten Wägung gibt die Masse, 
die Differenz der dritten und erst«n Wägung das Volumen. Be- 
räcksichtigt man, daB hei der ersten WSgung das Pyknometer 
nicht leer, sondern mit Luft gefüllt war, und daß das spezifische 
Gewicht des Wassers nicht genau 1 war, so erhält man wieder 
die Beziehung (2). 

Übrigens laßt sich das Pyknometer auch zur Bestimmung des 
spezifischen Gewichts fester Körper verwenden, indem mau einmal 
die Substanz, dann das Pyknometer mit Wasser und BcblieBlioh 
mit Wasser und der Substanz gefüllt wägt. 

Da die Dichten von Flüssigkeiten in weit stärkerem Maße als 

die fester Körper von der Temperatur ab- i 5t~2;^zj;i^^ 

hängig sind, so ist die Temperatur bei der ^ J*- ** 

Füllung des Pyknometers mit der betref- |jp 
fanden Flüssigkeit mit anzugeben. 

Bei geringeren Ansprüchen an die Genauigkeit ist die 
Mohrsche Wage von Nutzen (Fig. 28). 

Ein Glaskörper G ist mittels eines feinen Platin- 
drahtes an einem in 10 gleiche Teile geteilten Wage- 
balken befestigt und durch das Gewicht P ins Gleichge- 
wicht gebracht Taucht der Glaskörper in irgend eine 
Flüssigkeit, so findet ein Auftrieb statt, der durch Beiter, ^^ 

die auf den Wagebalken gesetzt werden, kompensiert wer- 
den kann. Die Gewichte der Keiter verhalten sich wie 1 : 10 : 100, 
und der schwerste Beiter hat ein Gewicht, welches gleich dem Auf- 
trieb des Glaskörpers in Wasser von 4" ist. Da sich nun die Auf- 
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triebe des Glaskörpers in verschiedenen Flüssigkeiten wie deren 
spezifische Gewichte verhalten, ergeben die zur Kompensation be- 
nutzten Reiter unmittelbar das spezifische Gewicht der Flüssigkeit. 
In der Praxis finden Aräometer oft Anwendung zur Bestim- 
mung der Dichte einer Flüssigkeit; das sind Schwimmer, die mit 
einem Stiel versehen sind (vgl. Fig. 29). Solche Körper tauchen 
je nach dem spezifischen Gewicht der Flüssigkeit verschie- 
den weit in dieselbe ein, und man liest das spezifische Ge- 
wicht direkt an einer am Stiel befindlichen Skala ab. In 
einem bestimmten technischen Betriebe ist das spezifische 
Gewicht häufig nur von Interesse, weil es über die Zu- 
sammensetzung der Flüssigkeit (z. B. Wassergehalt) Aus- 
kunft gibt. Dann ist es zweckmäßiger, Aräometer zu be- 
nutzen, auf deren Skala nicht das spezifische Gewicht, son- 
dern der Prozentgehalt angegeben ist (Alkoholometer, Most- 
wagen usw.). 

Das spezifische Gewicht von Gasen^ z. B. der Luft, läßt 
sich nach B^gnault bestimmen, indem man einen mit 
zwei Hähnen versehenen Glaskolben leer (d. h. evakuiert), 
ferner mit Gas von gemessener Temperatur t und gemes- 
senem Druck j?, schließlich mit Wasser gefüllt wägt. Aus 
den so bestimmten Gewichten ergibt sich die Masse des im 
Kolben eingeschlossenen Gases, sowie das Volumen und 
somit das spezifische Gewicht. Dieses ist in starkem Maße von 
Druck und Temperatur abhängig. Nach dem für Gase gültigen 
Boyle-Gay Lussac sehen Gesetz ist das spezifische Gewicht bei t^ 
und einem Druck von p mm Quecksilbersäule durch die Formel 



/ 



\ 



Fig. 29. 



5 = Ä 



P 



760 (1 + OCt) 

gegeben, unter Sq das spezifische Gewicht bei 0® und 760 mm 
Druck und unter a den Ausdehnungskoeffizienten der Gase 0,00367 
verstanden (vgl. die Abschnitte über die Gasgesetze). 

Das spezifische Gewicht der trockenen atmosphärischen Luft 
bei 0® und 760 mm Druck beträgt s^ = 0,0012 932. 

Unter Gas- resp. Dampfdichte versteht man gewöhnlich das 
spezifische Gewicht eines Gases oder Dampfes, bezogen auf Luft 
als Einheit. 

Da sich nach dem Avogad roschen Gesetze die Gas- und 
Dampf dichten (das sind die Dichten ungesättigter Dämpfe) wie 
die Molekulargewichte verhalten, so kann man bei bekannter 
chemischer Konstitution eines Gases seine Dichte berechnen. Be- 
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zeichnen d, M resp. d\ M' die Dichten und Molekulargewichte 
zweier Stoffe, so gilt also die Beziehung 

Wählen wir als den einen Stoff z. B. Sauerstoff, dessen Dichte 
d'^ 1,1043, dessen Molekulargewicht Jtf'=32 ist, so erhalten wir 

für ein beliebiges anderes Gas 

M 



d^ 



28,98 



Der Chemiker pflegt nicht die Dichte der Luft als Einheit zu 
nehmen, sondern die des Sauerstoffes gleich 32 zu setzen. Dann sind 

Dichten und Molekulargewichte 
numerisch einander gleich. 

Wegen der Möglichkeit, auf 
Grund des Avogadroschen Ge- 
setzes aus der Dampfdichte auf 
das Molekulargewicht eines Stof- 
fes zu schließen, sind verschie- 
dene Methoden zurDampfdichte- 

---a i 





Fig. so. 



bestimmung ausgearbeitet worden, z. B. von Gay-Lussao, Hof- 
mann, Vi ctorMeyer. Bei allen diesen Methoden ermittelt man das 
Volumen einer gewogenen Menge Substanz, nachdem man sie in 
den Dampfzustand gebracht hat, entweder direkt oder durch Mes- 
sung der bei der Verdampfung verdrängten Luftmenge (V. Meyer). 

Über die Messung von Gasdichten durch die Ausströmungsge- 
schwindigkeit von Gasen siehe den betreffenden Abschnitt der Hy- 
drodynamik. 

48. Die Brückenwage. Seien die Gewichte, die an den beiden 
Zugstangen AB und CD angreifen, resp. q^ und q^, so ist im Falle 
des Gleichgewichts (vgl. Fig. 30) 

Pl^q,e + q,f. (l) 
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Bezüglich der Schneide iS^ als Drehpunkt ist 

g.h^Qa, (2) 

und bezüglich Ä als Drehpunkt ist der auf 8 lastende Druck Q^ 

Q'l^Qih^a), (3) 

Femer bezuglich 8' als Drehpunkt 

iid = Q'c (4) 

oder wegen (3) 

%d==^Q-^-c, (4') 

Setzt man q^ und q^ aus (2) und (4') in (1) ein, so erhält 
man 

P=|[ae + (&-a)-J/]. (5) 

Soll P unabhängig von der Lage der Last Q auf A8 sein, 
so muß 

^ d 
sein. Dann wird nämlich 

P=^. (6) 

Der Effekt ist also derselbe, als ob die Last direkt an der 
Zugstange AB hinge, man hat aber den Vorteil, auf der Brucken- 
wage auch ausgedehnte Körper wägen zu können. 

Ist eß = 0,1 oder 0,01 , so heißt die Wage auch Dezimal- 
resp. Zentesimalwage. 

49. Mikrowag^n. Um sehr kleine Substanzmengen zu messen, 
hat Kernst^) eine Wage aus einem Glasfaden konstruiert, die 
ähnlich wie eine Briefwage funktioniert, nur daß die Direktions- 
kraft nicht durch die Schwere, sondern durch die Torsion eines 
Quarzfadens gegeben wird. 

Eine noch größere Empfindlichkeit besitzt die von Ramsay') 
beschriebene Wage, welche Whyt law- Gray kürzlich konstruiert 
hat. Diese ist im Prinzip eine gewöhnliche zweiarmige Hebel- 
wage, deren Wagebalken aus 0,1 mm dicken Quarzglasstäbchen 
zusammengesetzt ist. Die ganze Wage befindet sich in eiaem 



1) W. Nernst, Zeitschr. f. Elektrochemie, 1908, S. 623. 

2) W. Ramsay, Journ. phys. (6) 1, 1911, S. 429. 
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evakuierbaren Kasten, der mit einem Manometer versehen ist, und 
die Luftverdünnung wird soweit getrieben (etwa 80 mm Queck- 
silberdruck), daß keine störenden Luftströmungen mehr auftreten. 
Auf der Seite des Wagebalkens, auf welchem die zu wägende Sub- 
stanz sich befindet, ist eine mit Luft gefüllte Hohlkugel ange- 
bracht. Der Ausschlag der Wage bei Belastung wird durch den 
veränderten Auftrieb infolge von Luftdruckveränderungen im Wage- 
kasten kompensiert, wodurch das Gewicht rechnerisch ermittelt 
werden kann. 

Um die Leistungsfähigkeit verschiedener Apparate beurteilen 
zu können, geben wir nach Bamsay^) folgende kleine Tabelle, 
die die Massen verzeichnet, welche noch festgestellt werden können : 

Gute Präzisionswage 10""* gr 

Nemstsche Mikrowage 10~® „ 

Whytlaw-Graysche Wage 3.10"^ „ 

Spektroskop zeigt Helium an 2.10""^® „ 

Geruch (Merkaptan) 10*"^^ „ 

Elektroskop 10"^^ „ . 

50. Das Pendel«^) Das Pendel verdient Interesse, weil mit 
seiner Hilfe die Erdbeschleunigung g bestimmt wird. 

Nennen wir die Ablenkung aus der Buhelage 97, das Träg- 
heitsmoment bezüglich der Drehachse (Schneide) /, so ist die kine- 
tische Energie 

Die potentielle Energie ist 

V=^Mgh(l —cos 9?), (2) 

weim M die Masse des Pendels, h den Abstand des Schwerpunkts 
vom Drehpunkte bedeutet, und wenn die potentielle Energie des 
unabgelenkten Pendels gleich Null gesetzt ist. 

Nach dem Energieprinzip ist t^ (T -f F) = oder 

^, =- ^ sirnp (3) 

die Bewegungsgleichung des physischen Pendels. 



1) W. Bamsay, Journ. phys. (5) 1, 1911, S. 429. 

2) Man beachte auch den Artikel in der JSnz. d. math. Wiss. IV 
III, Leipzig 1904, S. 37 von Ph. Furtwängler, Mechanik der ein- 
fachsten physikalischen Apparate und Yersuchsan Ordnungen. 
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Kann man die Masse als in einem Punkte vereinigt annehmen, 
dessen Abstand von der Schneide l ist, und von der Masse des 
Fadens absehen, so bezeichnet man das Pendel als mathematisches 
Pendel. Dann ist J=>Mh^ und Ä«=l, also 

dt* --J^^^' (O 

Aus (3) folgt, daß die Schwere auf das Pendel, welches um 
den Winkel g) aus seiner Gleichgewichtslage abgelenkt ist, ein 
zurücktreibendes Drehmoment vom Betrage 

31 « Mgh sin 9 

ausübt. Ist (p klein, so ist das Drehmoment proportional dem Ab- 
lenkungswinkel 9, in Formel 31 »» Mghq>. Immer wenn eine solche 
Proportionalität zwischen dem Drehmoment und dem Ablenkungs- 
winkel stattfindet, nennt man den Quotienten aus 91 und q> die 
Direktionskraft. Diese hat also beim Pendel den Wert 

2> = Mgh . 

Setzt man ^^ s^l^ so heißt l die Länge des korrespondie- 
renden mathematischen Pendels; der Punkt auf der Verbindungs- 
linie der Schneide mit dem Schwerpunkt im Abstände l von der 
Schneide heißt der Schwingungsmittelpunkt. 

Aus (3) erhält man das Integral der lebendigen Kraft, indem 

man mit -^ multipliziert und nach der Zeit integriert. Dies er- 
gibt sich aber auch direkt aus der Gleichung T + F — konst. in 
der Form 



( 



dt/ l 



wo H eine Konstante ist. 

Das Integral von (4) hat verschiedene Form, je nachdem 

H\<^ ist. 



Der für die Praxis wichtigste Fall ist der, daß jET < -p ist 

(dann überschlägt sich das Pendel nicht). In diesem Falle können 
wir einen Winkel (p^ durch die Gleichung 

H - y cos (Pq (5) 



60. Das Pendel 97 

einföhren, durch den (4) in 

übergeht, und wir erkennen^ daß für g> ^^ -i: q>o die Winkelge- 
schwindigkeit jT = wird. 

Zur Integration von (4') substituiere man 

cos 9) = 1 — 2 sin* Y » cos y^ -» 1 — 2 sin* Y ? 
und da nach (4^) 9> > 9^ unmöglich ist, so setze man 

sin Y == sm Y • sin M , 
also (6) 

Y cos Y ^9 = sin y cos u du, 

Dadurcji erhält man, wenn für ^ » 9 »- ist, 



u 



f. 



du 



V' 



Vo„,-„ j 



=l/f < (7) 



1/1 — sm * -^ Bin *ie 
oder 

«-am("[/i-<, sin^),i) (8) 

woraus nach (6) 

sin f = sin f sn (]/| ^ sin f ) (9) 

folgt. 

Die ganze Schwingungsdauer T bekommt man, wenn man in 

T 

(9) 9> ~ 9o ^^^ ^ "" T setzt. Man kann aber auch in (7) nach 

(6) w = Y ^^^ ^ ™T setzen und erhält 

r-4jr'(/|, (10) 

wenn JST das vollständige elliptische Integral erster Gattung mit 



1^ Wegen der elliptischen Integrale und Funktionen vgl. man 
z. 6. E. Pascal, B^^rt, der höheren Math. 1, Leipzig 1900, S. 150 u. 
416 oder 0. Schlömilch, Compendium der höh. Analysis 2, 2. Aufl., 
Braunschweig 1866, S.288u. 367. 

Weber u. Qani: Bepert. d. Physik. I. 7 
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dem Modul Ä = sin ^ , d. h. 



2 






^- f y-— = 

V T/l- 8in«^8in*w 



bedeutet. 
Da aber 



ist, so folgt 

^mh'"i +■■■]■ 



(") 



Nennt man die Schwingungsdauer f&r unendlich kleine Bögen T^, 
setzt man also 

Io = 2«]/I-2«-)/5, (12) 

SO wird nach (ll) genähert 

lo-TCl-i^,«). (18) 

Wir können also auf Grund von (12) den Satz aufstellen, der, 
wie wir später sehen werden, immer für unendlich kleine Schwin- 
gungen um eine stabile Gleichgewichtslage Gültigkeit hat, daß die 
Schwingungsdauer gleich dem 27r-fachen der Wurzel aus dem Quo- 
tienten von Trägheitsmoment und Direktionskraft ist. 

Durch (13) kann man die Korrektion auf unendlich kleioe 
Bögen bewerkstelligen, und zwar genügt es, bei praktischen Mes- 
sungen, bei denen man für (p^ stets sehr kleine Winkel 'wählt, das 
arithmetische Mittel zwischen der Amplitude am Anfang und am 
Ende der Messung zu benutzen. 

Aus der Bestimmung von Tq und l ergibt sich nach (12) die 

Erdbeschleunigung ^, und zwar ist l nach (3) und (3') als / =■ -jf^ 
definiert. 

Ist — jff > -j- , so wird aus (4), wenn wir cos 9 *■ 1 — 2 sin -^ 
setzen und ^B^S' einführen, 



r 
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4 4- 



(Jj)W+y-i?sin^|»(l^ + ^') l-^,sin'| 



*» (14) 



¥+fl' 



ist also ein echter Bruch, und es ist 

-^j seinen kleinsten 

Wert hat, ist es noch positiv, (-3?) wird also nicht Null und 

hat somit wegen der Stetigkeit immer dasselbe Vorzeichen. 
Aus (15) ergibt sich 



8 



d^ 



yi-kUin*^ 



iyit (16) 



oder 



9-2am(i]/f <,*). (16') 

T 
Setzen wir in (16) 9 =• jr und gleichzeitig ^ =* v^ ^^ folgt 

für die Umlaufszeit T 

2Kky^^T (17) 

oder 

y_,yi.j,+ (■)V+(i^)V+G:M)V+...|. m 

Aus (15) sieht man, wenn man in dieser Gleichung q> == 
setzt, daß k umgekehrt proportional der Winkelgeschwindigkeit 

\-^) im tiefsten Punkte ist. Für sehr große (^) wird k un- 
endlich klein, also die Klammer in (18) gleich 1, und nach (15) 
wird dann 
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d. h. nach (18) 



y 9 ( 

\dtJo 



* - ~ ' M ' 



T^ 2« 



(d(p\ 
\dtJo 



Dann wird die Umlaufszeit der Anfangsgeschwindigkeit umgekehrt 
proportional, wie das auch hei gleichförmigen Eotationen ohne 
Ejraftwirkungen der Fall ist. Bei sehr schnellen Rotationen darf 
man ehen die potentielle Energie gegenüber der sehr großen kine- 
tischen Energie vernachlässigen und diese allein als konstant ansehen. 
Kehren wir zum zuerst betrachteten Falle der eigentlich pen- 
delnden Bewegung zurück. Besteht das Pendel z. B. aus einer 
Kugel vom Badius a und der Masse m, die an einem dünnen Draht 
hängt, und ist der Abstand der Schneide vom Mittelpunkte der 
Kugel L, so ist das Trägheitsmoment der Kugel bezüglich einer 
durch ihren Mittelpunkt gehenden Achse |-a^m, also bezüglich 
der Schneide wX^+ |wa* (vgl. Nr. 28). Ist femer die Masse 

des Drahtes jit, so ist sein Beitragt) zum Trägheitsmoment ^-y, 
somit / o 8 V 

Ferner ist 

m - «.i + ,i ^ = «.i (i + 2^) , 

also der Abstand des Schwingungsmittelpankts von der Schneide 

l - JL - T (-1 4. ^ ^ - }- J!i\ 
''~ Mh--^V + T L* B m) 

und nach (12) und (13) genähert 

in*L /. , 1 .,2a' 1 /t\ f.f,\ 

Die Schwingungsdauer wird meistens nach der Methode der 
Koinzidenzen durch Vergleich mit einem Pendel von bekannter 
Schwingungsdauer (ührpendel) festgestellt. Die Hauptfehlerquelle 
dieser Methode beruht darin, daß der mittlere ührgang im Laufe 
eines ganzen Tages astronomisch kontrolliert wird, während es 
auf den mittleren Uhrgang während der Beobachtungszeit ankommt. 

1) Wenn die Fadenlänge X ~ a in diesem Korrektionsgliede g^ 
nähert durch L ersetzt wird. 



« 
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Bisher haben wir den Einfluß der umgehenden Luft auf die 
Schtüingungsdauer nicht mit berücksichtigt. Dieser besteht erstens 
in einer Verminderung der Direktionskraft infolge des Auftriebs der 
Luft (vgl. Hydrostatik). Ist die Dichte der Luft l^ die der Pendel- 
kugel (T, so gibt die rechte Seite von (19) eigentlich nichts, son- 
dern y = g (l ), es ist also rechts in der Klammer von (19) 

noch der Summand — hinzuzufügen. Zweitens aber wird durch 

die Bewegung der Luft, wie Bessel^) gezeigt hat, noch das Träg- 
heitsmoment der schwingenden Masse vergrößert. Das Resultat 
dieser Untersuchung ist, daß zu der Masse Jf des Pendelkörpers noch 
ein Glied JcMz hinzukommt, wo Ml die Masse der vom Pendel 
verdrängten Luft bedeutet und k von der Form des Pendels ab- 
hängt. 

Theoretisch wurde k für kugelförmige Pendelkörper von Pois- 
son*) und für ellipsoid(linsen)formige von Green^) berechnet. 
Es fand aber eine Abweichung von dem empirisch festgestellten 
Einfluß statt, da die Luftreibung nicht mit berücksichtigt war. 
Ihr wurde von Stokes*) und in umfassender Weise von 0. E. 
Meyer^) Rechnung getragen. 

Die Schwingungsdauer ist von der Schneidenform auch nicht 
ganz unabhängig. Faßt man die Schneide als Kreiszylinder vom 
Radius q auf, der auf seiner ebenen Unterlage rollt ohne zu glei- 
ten, so ist die potentielle Energie F= Mg(h -f 9) (1 — cosg?), 
während die kinetische Energie in Größen erster Ordnung bezüg- 
lich -j unverändert bleibt. An der reduzierten Pendellänge l ist 

also noch — ^ -v- als Korrektion anzubringen.^) 

1) F. W. Bessei, Untersuchungen über die Länge des einfachen 
Sekundenpendels, Abh. Berlin. Ak. 1826 = CoUection 4, S. 124 = Ost- 
walds Klassiker Nr, 7, Leipzig 1889. Mit derselben Frage beschäf- 
tigten sich E. Sabine, Phil. Trans. 119, London 1829, p. 207 = CoZ- 
lectum 5, p. 134; F. Baily, Phil. Trans. 122, London 1832, p. 399 = 
CoUection 5, p. 185. 

2) S. D. Poisson, Paris. Mem. de VAc, 11, 1832, p.521. 

3) G. Green, Edingb. Phil. Soc. Trans. 13, 1836, p. 64. 

4) G. G. Stokes, Cambr. Phil. Trans. 9 II, 1866, p. 8 = Math, 
and phys. papers 8, Cambridge 1901, p. 1 = CoUection 5, p. 277. 

6) 0. E. Meyer, /. f Math. 78, 1871, S. 31; 76, 1872, S. 836. 

6) L. Enler, Nova Acta Ac. Petrop. 6, 1788, Bist. p. 93; Möm. 
p. 146; P. S. Laplace, Ann. chim. phys. 8, 1816, S. 92. Unter allge- 
meineren Voraussetzungen auch F. W. Bessel, Untersuch, über die 
Lange des Sekundenpendels, Abhandl. , Berlin 1826, Art. 26. 30. 
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Der Einfluß elastischer Deformationea auf die Bewegung des 
Pendels wurde von Helmert^) eingehend diskutiert. 

51. Das Beversionspendel. Die Größe l läßt sich exakter 
mit einem Beversionspendel bestimmen. Diesem liegt der von 
Huygens aufgestellte Satz zugrunde, daß die Schwingungsdaner 
p eines Pendels dieselbe ist, gleichgültig ob es um die Drehachse 
Y ' oder um eine durch den Schwingungsmittelpunkt gelegte 
Achse schwingt. Dieser Satz läßt sich folgendermaßen be- 
weisen: 
^ Der Abstand des Schwerpunktes 8 (Fig. 31) von den 

Schneiden P^ und P^ sei h^ resp. h^ , das Trägheitsmoment 
des Pendels bezüglich einer durch 8 gehenden zu P^ und Pj 
parallelen Achse sei J', dann ist (vgl. Nr. 28) das Trägheits- 
, moment bezüglich P^ J^ =» J'-\- Mh^, Die reduzierte Pen- 

dellänge bei der Schwingung um P^ ist demnach 

/^p Ebenso ist (l) 

Flg. 31. h-- -j^J^- 

die reduzierte Pendellänge bei der Schwingung um Pg. 

Ist die Massenverteilung so eingerichtet, daß die Schwingungs- 
dauern Tj und T^ einander gleich sind, so ist auch ^^^ =-» /^ = l, 

und es folgt rj^M\^ , r+M\^ ,,, 

Multipliziert man die beiden Gleichungen (2) mit h^ resp. h^ 
und subtrahiert sie voneinander*), so ergibt sich 

l-h, + h,, (3) 

d. h. die reduzierte Pendellänge ist gleich dem 8chneid€nabstafid. 
Die Aufgabe, g zu bestimmen, besteht demnach darin, an einem 
mit zwei Schneiden versehenen Pendel eine Masse zu verschieben, 
bis die Schwingungsdauer dieselbe ist bei Schwingungen um die 
eine wie um die andere Schneide. Man mißt diese Schwingungs* 
dauer T und den Schneidenabstand l und berechnet g nach der 

Formel 1 = 27r]/— .») 

1) F. R. Helmert, Astr. Nachr. 148, 1897, S. 845. 

2) Dabei ist Yoraussetzung, daß h^ =^ h^ ist. 

3) H. Kater, London, Phil. Trans. 108, 1818, p.38; J. Bohnen- 
berger, Astronomie^ Tübingen 1811. 
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Damit Symmetrie in der äußeren Form vorhanden ist und die 
mitbewegte Luft so bei den Schwingungsversuchen um beide Schnei- 
den denselben Einfluß hat, ohne daß der Schwerpunkt in der Mitte 
liegt, hatBessel^) an beiden Enden des Pendels zylindrische Ge- 
wichte angebracht, von denen das eine hohl, das andere voll war. 

Besser als die Schwingungsdauern genau gleich zu machen, 
mißt man beide annähernd gleiche Schwingungsdauem T^ und T^ 
und ermittelt die Schwingungsdauer T eines mathematischen Pen- 
dels von der Länge des Schneidenabstandes durch Rechnung. 

Es ist 

also 

T,% - T,% = ^ (h,* - Ä,») . (5) 

Da aber T durch die Gleichung 

T'-'-yih, + h,) (6) 

definiert ist, so folgt aus (5) und (6) 

oder 

■^ -^1 Ä.-Ä. ' 

d. h. da Tj und T^ annähernd einander gleich sind, genähert 

Man muß, wenn man nach diesem Verfahren rechnen will, 
allerdings, wenn auch nur roh, die Lage des Schwerpunktes er- 
mitteln. 

Schließlich möge aoch ein Zahlen wert angegeben werden: 
F. Kühnen und Ph. Furtwängler bestimmten g im geodäti- 
schen Institut in Potsdam zu 



, - 981,273 [^J 



1) F. W. Bessel, Astr. Nachr. 80, 1850, S. 1. 
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Über die Abhängigkeit der Erdbeschleunigung von der geo- 
graphischen Breite siehe unten den Abschnitt über die Erdrotation. 
52. Die Bifllaraufhängung.^) Als Aufhängung mit meßbarer 
Direktionskraft wird vielfach die sogenannte Biülaraufhängung 
verwendet. An einer festen horizontalen Stange der Länge o hängt 

an zwei Fäden von der Länge Z eine hori- 
zontale Stange u (Fig. 32). In der Gleich- 
gewichtslage sind und u einander par- 
allel. Wirkt aber auf einen an u starr be- 
festigten Apparat ein Drehmoment um die 
Vertikale, so ändert u seine Bichtung; da- 
durch wird t^ mitsamt den daran hängenden 
Massen M gehoben, es tritt ein rückwir- 
kendes Drehmoment ein, das mit wachsen- 
der Ablenkung größer wird, und es findet 
Pig.82. Gleichgewicht statt, wenn dieses Dreh- 

moment gleich dem äußeren ist. 
Um die Direktionskraffc der Biülaraufhängung zu bestimmen, 
berechnen wir die Arbeit, die geleistet wird, wenn die untere 
Stange den Winkel q) mit der oberen bildet und um dq) weiter 
gedreht wird. 

Wir führen ein Koordinatensystem ein, dessen Ursprung in 
der Mitte der oberen Stange liegt, dessen a; -Achse die Richtung 
der oberen Stange hat, dessen je? -Achse vertikal nach unten geht, 
und dessen ^ -Achse auf beiden senkrecht steht. Dann hat A die 




Koordinaten 



«1 = 





2 



3^1=0, ^1=0 



und B 



und es ist 



x^ — 



2 cos go , 2^3 =- -|^ sin g) , z^^h, 



(y cos 9> — y) + (y sin 9,^ + Ä^ = ?2 _ ^^^^^ (1) 

dq) und dh stehen in einem Zusammenhang, den man durch Dif- 
ferentiation von (1) erhält, nämlich 

— - f-g- cos 9) — 2^) "ö" ^^^ ^ "t" (t) ®^^ 9 cos 9) u?9 + hdh = 0. (2) 

1) Die Bifilarsuspension stammt von S. Harris, Fhü. Trans. 1836, 
S. 417; eine eingehende Theorie derselben findet sich bei F. Kohl- 
rausch, Wied. Ann. 17, S. 737, 1882. 
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Die Arbeit, welche die Schwerkraft bei Vergrößerung des 
Winkels q> um dq) leistet, ist also 

Mgdh = 3ldq> == j^ ^^ sin q> dtp , 

woraus 

9i^ f^rsm^ (3) 

und für die Direktionskraft bei kleinen Ablenkungen 



folgt. 

53. Das Zwei -Korperproblem. Kepler fand empirisch, 
daß sieb die Planeten nach folgenden Gesetzen bewegen: 

1) Die Bahn ist eine Ellipse, in deren einem Brennpunkte die 
Sonne steht. 

2) Der Eadiusvektor von der Sonne zum Planeten beschreibt 
in gleichen Zeiten gleiche Flächen. 

3) Die Quadrate der Umlaufszeiten sind proportional den 
Kuben der großen Achsen der Bahnellipsen. 

Aus diesen Gesetzen läßt sich die Beschleunigung, welche der 
Planet erföhrt, und damit die Kraft, die auf ihn wirkt, ableiten. 

Wählen wir zur Bahnebene die a;^^- Ebene, zum Koordinaten- 
ursprung die Sonne, dann folgt, wenn wir den Ort des Planeten 
durch Polarkoordinaten r, w angeben, aus dem zweiten Gesetz, da 

X = r cos m; , ^ = r sin w (l) 

ist, 

o dw dy dx z^x 

denn — ^— ist die in der Zeiteinheit vom Radiusvektor über- 
2 dt 

strichene Fläche. Also ergibt sich durch Differentiation nach t 

dt^ 'dt* ^'^' W 

d.h. 

d^x ^ X 

W* '~^T 

Hier bedeutet ß den Betrag der Beschleunigung, die in Rich- 
tung des Radiusvektors wirkt. 
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Multiplizieren wir die beiden Gleichungen (4) resp. mit jr 

und -^ und addieren, so ergibt sieb 

d 1 ^ ^ dr ,->. 

Da aber 

v^^r^ + r^w^ (6) 



c* 



ist, und aus (6) mit Hilfe von (2) 

t,^ = f» + ^. (7) 

folgt, so ergibt (5) 

r-f, + ß- (8) 



Nun ist aber nach dem ersten Gesetz die Bahn eine Ellipse, 
deren Gleichung 

r-:4~'-^ (9) 

l+eC08M7 ^ '' 



lautet, wenn a die halbe große Achse, b «■« a^l — c^ die halbe 

kleine Achse, also e die numerische Exzentrizität bedeutet. Daher 

folgt 

dr . a(l — e*)eBinw dw 

f BBS 1^ ^ ^ i 

dw (1 -|- c cos «?)* dt ' 

und das wird nach (9) und (2) 



e c sm w 
r = 



a(l — c*) 
Somit wird 

ec dw 

a(l — c*) dt 

und wir erhalten durch Vergleich mit (8) 



(10) 



r = -,- ^ cos«; ~„ - -, (- - ^(jiz- J, (11) 



Da |3 < ist, so ist die Beschleunigung auf die Sonne bin 
gerichtet. 

cdt ist nach (2) die doppelte in der Zeit dt vom Radiusvektor 
beschriebene Fläche, also ist 

cT^ 2ahn^ 2a^yi^V^7t, (13) 

wenn T die Umlaufszeit bedeutet. 
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Eliminieren wir durch (13) c aus (12), so erhalten wir 

Nach dem dritten Gesetz hat ^ fcLr alle Planeten denselben 
Wert, also ist 

ß'-fi, (15) 

unter C eine universelle Konstante verstanden. 

Auf einen Planeten der Masse m wirkt also eine Kraft mß, 
die nach der Sonne gerichtet, der Masse des Planeten direkt und 
dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional ist. 

Newton^) verallgemeinerte die Erfahrungen von Galilei 
über die Fallbewegung und von Kepler über die Planetenbe- 
wegung, indem er beide Erscheinungen unter sein Gesetz der all- 
gemeinen Massenanziehung oder Gravitation subsumierte. Nach 
diesem Gesetz üben zwei Massen m^ und nt^, die im Abstände r 
voneinander sich befinden, entgegengesetzt gleiche Kräfte auf- 
einander aus, die den Abstand zu verkleinem suchen, und zwar 
ist die Größe der Kraft 

/'=fc>r', (16) 

wo k eine universelle, d. h. nur vom Maßsystem, aber nicht von 
dem speziellen Stoff, aus dem die Massen bestehen, abhängige 
Konstante, die sogenannte Gravitationskonstante bedeutet. 

Verändert r im ganzen Bereiche der betrachteten Bewegung 
sich nicht wesentlich, sondern behält es immer denselben Wert li, 
so wird die auf m^ wirkende Kraft 

• f-%' '"^i-^ff'^i^ (17) 

wo g konstant ist. 

Diese Verhältnisse liegen beim freien Fall vor; denn wie unten 
(S. 131) gezeigt werden wird, wirkt die Anziehung einer Kugel auf 
einen außerhalb ihr befindlichen Körper ungefähr so, als ob ihre ge- 
samte Masse m^ im Mittelpunkt vereinigt wäre. Die Erdbeschleu- 
nigung g hängt also durch die Formel 

9 - '^^ (18) 



1) J. Newton, Thilos, nat. principia mathematica, 2. Ausgabe, 
Cambridge 1713; 3. Buch propositio 11, 8.362. 



108 Kapitel IV. Gravitation 

mit der Gravitationskonstanten , der Masse und dem Eadius der 
Erde zusammen. 

Aus (17) folgt, daß die Erdbeschleunigung mit wachsender 
Höhe h über der Erdoberfläche abnehmen muß. 

Nennen wir g^ resp. g die Beschleunigung eines frei fallenden 
Körpers auf der Erdoberfläche resp. in der Höhe h über derselben, 
so ergibt sich ^, 

Ist h klein gegen i?, so ist in erster Annäherung 

g = g,[l-2^). (20) 

Aus dem Newton sehen Gesetz ergibt sich die Bewegung eines 

Himmelskörpers in folgender Weise: 

Befinden sich nur zwei Massen m^ und m^ im Baume, so gelten 

die Gleichungen 

d^x^ Wi w, x^ — X, 

1 ~dJ^ ~ r« r 

d^x^ , m, m^ x^ — x. 

«., ~> = - fc ^ ?^--''' (22) 

Hier bedeutet " '^^ 

Dividieren wir (21) durch Wj, (22) durch m^ und subtrahieren 
erstere Gleichungen von letzteren, so folgt, wenn wir 

ajg — a^i = § , y^—y^ « i? , ^3 — ^i = ? (23) 

setzen , 

^.«-M-. + m,)4- (24) 



jp = - Ä (»»1 + w,) ^ • 
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Hier ist r^l = I* + ij* + ?*, und |, i^, f sind die Koordinaten 
von m^ relativ zu m^. 

Multipliziert man die dritte Gleichung (24) mit i}, die zweite 
mit — J und addiert, so folgt 

oder nach der Integration 
Ebenso ist 

Multipliziert man diese Gleichungen resp. mit $, 17, ^ und ad- 
diert dann, so ergibt sich 

CiS + c^ij + Cjf-O. (26) 

»4 bewegt sich also dauernd in einer festen, durch m^ gehenden 

Ebene. 

I Diese machen wir durch geeignete Wahl des Koordinaten- 

dt 
j Systems zur |iy- Ebene. Dann ist dauernd ?= 0, also auch j^ ■= 0, 

j^ä =« 0. Aus (24) wird somit 

<*^ _ r./^ , ^ N ^ (24') 

— Ä(Wi+Wj)^ V >' 

?-0. 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit |, die erste mit 
~~ 1} und addiert, so erhält man 

d /y dri d| 



dt 



(«S-'lt)-«. 






Durch Einführung von Polarkoordinaten 

I = r cos w\ 1^ = r sin ««; 



.• • 



^^ (27) 



r«-^«c. 
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folgt 

dt 
Dies ist das zweite Kepler sehe Gesetz. 

Multipliziert man in (24') die erste Gleichung mit -ir, die 

zweite mit -jj- und addiert, so ergibt sich 

4^,(i' + ^') = -K»»x + -,)|ftV (28) 

Die Integration liefert 

-L(i« + i,.)_*(üH_t^)_Ä. (29) 

^ Ml 

In Polarkoordinaten schreibt sich (29) 

-i- (f » + r'w') - ^'•'^-±^ = Ä . (29') 

dr 
Nun ist f — ^ ti;; w drückt sich aber durch (27) aus, also hat 

man 
oder 

|r = ]/^^fr^K±^r7 (31) 

Setzt man — «» t«, so wird 

du , 

— dw 



oder 



l/ T ^(^^. + m,) _ ^l^^ 2Ä _j_ Äl(Wi_+wi,)» 



diCy 



woraus sich durch Quadratur 



«. • 



Bjrgibt. 



r P (32) 

1 + e cos {w — Wq) ^ 



53. Das Zwei-Körperproblem Hl 



Hier ist 



P 



c« 



Ji^_^ ^ a(l - e') 



k{mi f ir^j /gg\ 



Vf 



"' r, + U 



(«H + fn%) 



c und ^ bestimmen sich durch Anfangslage und -geschwindigkeit. 

Je nachdem 6 < 1, c = 1, c > 1 ist, ist die Bahnkurve eine 
Ellipse, Parabel, Hyperbel. (32) zeigt also, daß das Newtonsche 
Gesetz allgemeinere Bahnkurven gibt, als das erste Kepler sehe 
Gesetz. 

Für eine elliptische Bahn folgt aus (27) die ümlaufszeit T 



cT^2a^yi'-e^7t (34) 

oder mit Benutzung der ersten Gleichung (33) 

Das dritte Kepler sehe Gesetz gilt also nicht in Strenge, son- 
dern nur angenähert, wenn die Masse des Planeten klein gegen 
^e des Zentralkörpers ist. 

Fassen wir die Bahnkurve des Mondes als Kreis vom Radius a 
&ttf, so ergibt sich die auf den Mond wirkende Beschleunigung 

relativ zur Erde als i ~^^^ ^ und dies ist nach (35) —^^ • 

Andrerseits ist die Erdbeschleunigung auf eine Masse m^ an der 

Erdoberfläche — *^— ^ =» g^ wenn B der Erdradius ist, denn 

die Anziehung einer Kugel ist dieselbe, als wenn ihre ganze Masse 
sich im Zentrum befände, wie in der Potentialtheorie gezeigt 
werden wird. Vernachlässigen wir die Masse des Mondes und 
die des fallenden Körpers gegen die der Erde, so folgt 

Wegen der falsch bestimmten Mondparallelachse, aus der sich 
ö ergibt, konnte Newton anfänglich diese Beziehung nicht veri- 
fizieren; erst eine genauere Bestimmung derselben ermutigte ihn 
zur Publikation seines Gesetzes. *) 

Schließlich mögen noch einige in der Astronomie gebrauch - 
^ehe Größen definiert werden. 

1) Man vgl. die Kritik dieser Erzählung bei F. Rosenberger, 
isaac Newton und seine physikalischen Prinzipien, Leipzig 1895, S. 120. 
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Der Punkt der Ellipsenbahn, welcher auf der großen Achse 
nahe dem Brennpunkt liegt, in welchem der Zentralkörper sich 
befindet, für den nach (32) w ^ Wq istj heißt das Perihel, der 
andere Ellipsenpunkt auf der großen Achse (fo ^^ Wq + n) heißt 
das Äphel. 

In (32) sind nur drei willkürliche Konstanten j> = a(l — c*), 
e und Wqj während das allgemeine Integral von (24) sechs will- 
kürliche Konstanten enthalten muß. 

£s ist aber die feste Ebene durch den Zentralkörper zur ^ij- 
Ebene gemacht worden; dadurch ist über zwei Konstanten ver- 
fügt. Femer muß noch, um den Ort des Planeten auf der Ellipse 
anzugeben, sein Ort zu einer bestimmten Zeit t^^ die sogenannte 
Epoche gegeben sein. 

In der Astronomie wählt man folgendermaßen sechs Inte- 
grationskonstanten als Elemente der BaJin bei heliozentiischen 
Koordinaten: 

Die Ebene der Ellipsenbahn schneidet aus einer Kugel um die 
Sonne als Zentrum einen größten Kreis heraus; dieser schneidet den 
festen größten Kreis der Ekliptik in zwei Punkten, dem aufsteigen- 
den und dem absteigenden Knoten. Der Winkelabstand S zwischen 
dem festen Frühlingspunkt auf der Ekliptik und dem aufsteigen- 
den Knoten heißt die Länge des aufsteigenden Knotens. Die Bahn- 
ebene ist bestimmt, wenn außer S noch die Neigung q> der Bahn- 
ebene gegen die Ekliptik angegeben ist. 

Die Bichtung der großen Achse ist gegeben, wenn man den 
Winkel zwischen dem aufsteigenden Knoten und dem Perihel in 
der Bahnebene ST — © angibt; ST heißt die Länge des Perihels. 
Die Form der Ellipse ergibt sich aus der großen Halbachse a und 
der numerischen Exzentrizität e. Zur Ortsbestimmung des Planeten 
in der Bahn dient schließlich folgende Angabe: Zur Zeit x,x-^T, 
T + 2T, . . . gehe der Planet durch das Perihel; ein gedachter 

Planet laufe mit konstanter Winkelgeschwindigkeit n » -^ in der 

Bahn, und befinde sich mit dem wahren Planeten gleichzeitig im 
Perihel. Der Winkel, den der gedachte Planet mit dem Perihel 
bildet, die sogenannte mittlere Anomalie, ist f «= w(i — t). Die 
Länge des gedachten Planeten ist also ?=S? + f=»Sr-l-«(< — !)• 
Zur Zeit ist die Länge £ — "aT — wt; e heißt die mitüere Länge 
der Epoche, 

0, % ^, a, e, € heißen die elliptischen Elemente der Bahn. In 
Fig. 33 ist 

SlN'^e, ^nNE==^q>. 
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JI sei das Perihel; dann ist SIN + NU ^dH. P sei der Ort des 
Planeten, dann ist die wahre Länge SIN + NP. IIP heißt wahre 
Anomalie, es ist die Große, die wir in 
den Rechnungen mit iv — iCq bezeichnet 
hatten. 

54. Störongstheorie. Befinden sich 
mehr als zwei Massen im Baume, so wird 
das Problem, die Bewegung derselben an- 
zugeben, wesentlich komplizierter, ja es 
ist scheu unmöglich, die Differentialglei- 
chTiiigen im Falle dreier Massen zu inte- 
grieren, d. h. das sogenannte' Dreikörper- 
problem zu lösen. ^^^' ^^' 

Da diese Frage aber für die Astronomie von großer Bedeutung 
ist, so hat man approximative Methoden entwickelt, welche die 
Tatsache benutzen, daß die Bewegung eines Himmelskörpers (Pla- 
net) im wesentlichen durch einen Körper (Sonne) bestimmt wird, 
und daß in weit geringerem Maße die anderen Himmelskörper 
(Mond und andere Planeten) ihren Einfluß ausüben, so daß die 
von diesen ausgeübten Kräfte als Störungskräfte angesehen werden 
können. 

Die Methode dieser Bechungen stammt von Lagrange und 
beruht darauf, daß man zimächst die störenden Körper fortdenkt 
und so rechnet, als ob nur zwei Himmelskörper (Sonne und Pla- 
net) vorhanden wären, und dann die Anwesenheit jener dadurch 
berücksichtigt, daß man entweder die VariaMonen der Koordinaten 
bestimmt^ welche durch die Störungskräfbe hervoi'gerufen werden, 
oder daß man die Elemente der elliptischen Bahn^ die für das 
Zweikörperproblem Konstante sind, als Funktionen der Zeit auf- 
faßt. Diese Methode heißt die Methode der Variation der Elemente. 
Die Stönmgen zerfallen in zwei Teile, erstens die periodischen 
Störungen, die sich durch goniometrische Funktionen der Zeit aus- 
drücken lassen, und zweitens die säkularen Störungen, die der Zeit 
oder irgend einer Potenz derselben proportional anwachsen. 

Für die Entwicklung dieser Theorie, die sehr verständlich bei 
Tisserand^) dargestellt ist, sind die mechanischen Theoreme von 
Hamilton imd Jacobi von grundlegender Bedeutung. 

Bei Tisserand^ findet man z. B. die von Gauß^) abgelei- 



1) F. Tisserand, Tratte de Mecanique Celeste 1, Paris 1889. 

2) L. c. S. 433. 

3) C. F. Gauß, Werke 8, S. 331. 

Weber o. Oant: Bepert. d. Physik. L 8 
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teten Foimeln für die Anderungsgeschwindigkeit der Elemente der 
elliptischen Bahn. 

55. Die Bestiinmiiiig der Gravitationskonstanten.^) Die 
Bestimmung der Konstanten Ic in dem Gesetz föi* die Anziehmigs- 

kraft A;-^,-* zweier Massen m^ und w^, die sich im Abstände r 

voneinander befinden, ist von Wichtigkeit, einmal, weil A; eine 
universelle Naturkonstante für jegliche Materie darstellt, dann, 

weil sich aus A;, der Erdbeschleunigung g und 

yl/'f \ dem Erdradius B die mittlere Dichte der Erde 

\^ und die gesamte Erdmasse ergibt (vgl. S. 107 

^, ^ ^ ^ unten), und drittens, weil sich aus der Erd- 

l «r masse auf Grund astronomisch er Beobachtungen 

f£(\\ die Masse der übrigen Planeten und der Sonne 

Fig. 84. vly berechnen läßt. 

Eine Methode der Messung war die, daß 
die bekannten ablenkenden Massen M und M' neben die ebenfalls 
bekannten Massen m und m einer Drehwage in den bekannten Ab- 
stand r gebracht wurden (vgl. Fig. 34). Dabei lagen m und M in einer 

anderen Horizontalebene als m und M\ damit 
\M die Wirkung von M auf m in geringerem Maße 
durch die entgegengesetzte Wirkung von M auf 
^O » O^ *^' aufgehoben wurde. Die Massen M und U' 

O lassen sich durch Drehung in die in Fig. 35 an- 

^9 gedeutete Lage bringen. Dadurch wird das Dreh- 

moment auf die Dreh wage um yc =* 2 Ä — ^-l ge- 
ändert, wenn l den Hebelarm der Drehwage bedeutet und m = «» 
M^M ist. 

Die hierdurch hervorgerufene Ablenkung tp wird mit Femrohr 
und Skala beobachtet. Um aus tp das Drehmoment 91 und damit 
Tc berechnen zu können, muß noch die Direktionskraft der Auf- 
hängung bekannt sein. Diese läßt sich aus der Schwingungsdauer 
T und dem Trägheitsmoment J der Drehwage nach der Formel 



o 



""Vi) 



1) Vgl. auch den Artikel in der Enc. der math. Wiss. V, 1, Art. 2, 
Leipzig 1903 von J. Zenneck, Gravitation. Weitere Literatur: J. H. 
Poynting, Ihe mean density ofthe earth. London 1894. F. BichaiE 
und 0. Krigar-Menzel, Berl. Abhandlungen, 1898, Anhang. C. V. 
Boys, Rapp. congres internat phys. 8, p. 806, Paris 1900. Referate: 
F. Richarz, VierteHahrschr. astr. Ges, 24, 1889, p. 18 und 184. 
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ermitteln, und es ist dann Dg? « 91, also 



Ä; = 



T*2mMl 



(1) 



Mit dieser Versuchsanordnung arbeiteten Cavendish^), Reich*), 
Baily*), Cornu und Bai 11 e*), Boys*) und der Jesuitenpater 
Braun®). 

Letzterer hat auch die festen Massen M und m in die Ver- 
längerung des Wagebalkens gebracht und aus der Verkleinerung 
der Schwingungsdauer auf die Vergrößerung der Direktionskraft ge- 
schlossen. Die Resultate waren in guter 
Übereinstimmung mit denen der vorigen 
Drehwagen-Methode. 

Wilsing'') benutzte ein Doppelpendel, 
dessen Schwerpunkt nur sehr wenig unter- 
halb des Drehpunktes lag; bei diesem war 
also die Schwere die Direktionskraft. 

Die gewöhnliche Wage wurde zur Be- 
stimmung vonÄ zuerst von Jolly®), später 
von Poynting*) und von Richarz und 
Krigar-Menzel^®) verwendet. 

Das Prinzip der Jolly sehen Methode 
besteht darin, daß eine Masse m entweder 
auf die untere oder auf die obere Wagschale 
(vgl. Fig. 36) gelegt werden kann und da- 
durch der Attraktion einer Masse M ein- 
mal nur sehr wenig, das zweite Mal ziemlich stark ausgesetzt 
ist. Es tritt dadurch eine Gewichtsdifferenz fi auf, aus der nach 
der Formel 




A 



Fig. 36. 



lig ^ k 



mM 



(2) 



1) H. Cavendish, London, Fhü. Trans. 88, 1798, S. 469. 

2) F. Reich, Versuche über die mittlere Dichtigkeit der Erde 
ii^üteü der Drehwage, Freiberg 1838; Nette Versuche mit der Dreh- 
«'«pc, Leipzig 1852. 

8) F. Baily, Lond. Astr, Soc. Mem. 14, 1848. 

4) A. Cornu u. J. Baille, Paria C. B. 76, 1873, p. 954. 

5) C. V. Boys, Lond. Phil. Trans. 186 (Ä), 1895, p. 1. 

6) C. Braun, Wien. Denkschr. 64, 1897, p. 187. 

7) J WÜBing, Potsdam astrophysik. Obs. 6, 1887, Nr. 22 und 23. 

8) Ph. V. Jolly, Münch. Äbh. (2) 14, 1881; Ann. Phys. Chem. 14, 
1881, p. 331. 

Ö) J. H. Poynting, The m^an density ofthe earih., London 1894. 
10) F. Richarz u. 0. Krigar Menzel, Berliner Abhandlungen^ 
1^98, Anhang. 

8* 
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auf h geschlossen werden kann. (In Formel (2) ist angenommen^ 
daß die Anziehungskraft von M auf w, wenn m auf der oberen 
Sehale liegt, vernachlässigt werden darf.) 

Da infolge des langen Drahtes zwi- 
schen den beidenWagschalen die Jolly- 
sche Anordnung Luftströmungen sehr 
ausgesetzt war, so bildet die Versuchs- 
anordnung von Richarz und Krigar 
Menzel dagegen eine entschiedene Verbesserung (vgl. 
Fig. 37). 

Die Masse M bestand aus 100000 kg Blei, der Effekt 
war dadurch, daß die eine Schale sich über, die andere 
unter M befand, verdoppelt. 

Da, wie in der Potentialtheorie gezeigt wird, die An- 
^' Ziehung, die eine Kugel, deren Dichte nur Funktion des 

Eadius ist, auf eine außerhalb der Kugel befindliche Masse ausübt, 
dieselbe ist, als wenn die gesamte Masse der Kugel in ihrem Zen- 
trum vereinigt wäre, so folgt daraus 

9^-^i also M^-f^, (3) 

wenn M die Masse, B den Badius der Erde bedeutet. 

Da aber Jlf = -^i2^A ist, unter A die mittlere Dichte der 

o 

Erde verstanden, so ist schließlich 

A = — -^- . (4) 

^ 4:7t kB ^^ 

Die Resultate sind in folgender Tabelle zusammengestellt: 

k A 

Drehwage {ß^^^j^ 6.658.10-» [cm«^ec-*gr-»] 5.527 

Doppelpendel Wiking 6.596 5.577 

^ I Poynting 6.698 5.4934 

^ ^^e \ Richarz u. Krigar Menzel 6.685 5.5060. 

Fotentialtheorie. 

56. Das Potential diskreter Massen. Die Krafb, mit der 
eine Masse m am Orte p{x^ y^ z) von einer anderen Masse m^ am 
Orte Pi{xj^i y^j z^) nach dem Newton sehen Gravitationsgesetz an- 
gezogen wird, ist k — ^ , wenn 
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bedeutet. Die Komponenten dieser Kraft sind resp. 

Definieren wir eine Funktion 



w. 



7«''-i, (2) 

so ist 

2f« = *'»|^! 3f, = fc»»|^; 3f. = Ä»nU. (3) 

Sind » anziehende Massenpunkte %(a?i,yi, ^erj), ffi^{x^ t/g? ^2) • • • 
vorhanden, so sind die Komponenten der Kraft auf m(aj, y, ;2:) 



n 



Sx = ^»w^^(^v— ^)» iisw.; (4) 

und wenn wir 



1^ = 1 



setzen, so wird 



V = Vüt (5) 

Sar = Ä^W^USW. (6) 



oder in einer heliehigen Richtung s 

d. h. in Vektorschreibweise 

g = Ä;w grad F. (8) 

F heißt das PotenUäl der Kraft im Punkte x, y, z. ^) 

Eine Fläche, die sämtliche Punkte V(x^y^z) = Konst. verbindet, 
heißt eine Äquipotentialfläche oder Niveaufläche des Potentials. 

Da V sich nicht verändert, wenn man von einem beliebigen 
Punkte einer Äquipotentialfläche tangential unendlich wenig vor- 
wärts geht, so hat nach (7) % keine Tangentialkomponente an 
einer Äquipotentialfläche oder: Die Kraft steht senkrecht zu den 
Äquipotentialfläclien. 



1) Häufig wird auch für kV eine besondere Bezeichnung einge- 
führt, und diese Größe wird dann Potential genannt. 
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Man konstruiere im Raum unendlich viele Äquipotentialflächen, 
die je einem bestimmten Werte des Potentials F entsprechen, 
und zwar seien benachbarte Flächen durch eine ganz bestimmte 
unendlich kleine Differenz b der Konstanten charakterisiert. Dann 
ist die Kraft an einem bestimmten Orte umgekehrt proportional 

dem Abstände benachbarter Äquipotentialßächen. Denn da die 

dV 
Kraft senkrecht zur Fläche steht, so ist 1 5 I =* ^w • 0— (w Nor- 

malenrichtung) , und da nach Konstruktion dV «= e ist, v^enn dn 
gleich dem unendlich kleinen Abstände zweier benachbarter Flächen 

am Orte der Kraft gewählt wird, so ist |3f | = -5 — , d. h. umge- 
kehrt proportional dn. 

Die Arbeit, welche die Kräfte leisten, wenn man m vom Punkte 
p(x^ y, 0) bis zum Pu»kte p\x\ y\ /) verschiebt, ist nach (6) 

^ ==/(5.^-^ + Sy c^y 4- ^^dz) = Am [ Y{x\ y\ /) - Y{x, y, z)\ , (9) 

xyz 

d. h. bis auf den Faktor lern ist die Arbeit durch die Zunahme des 
PotenticUs gegeben. 

Da nach (5) das Potential eindeutig durch den Ort gegeben 
ist, so ist die Arbeit, unabhängig vom Wege, nur durch Anfangs- 
und Endlage bestimmt. 

Da femer nach (5) das Potential in einem Punkte, der un- 
endlich fem von allen anziehenden Massen liegt. Null ist, so er- 
gibt sich aus (9), daß das Potential im Punkte p(x^ y, z) bis auf 
den Faktor k gleich der Arbeit ist, die die Kräfte des Systems 
leisten, wenn man die Masse m =» 1 aus dem Unendlichen nachj) 
schafft. 

Aus (9) folgt noch, daß die Kräfte des Systems im Ganzen 
keine Arbeit leisten, wenn Anfangs- und Endpunkt auf derselben 
Äquipotentialfläche liegen. 

Die Bewegungsgleichungen für den Massenpunkt m unter dem 
Einflüsse der anziehenden Kräfte lauten 

d^x , dV 

d^y , dV /.^\ 

dt* oy ^ 

d^z , dV 

*W:y^8 == fem nr~ • 

dt* dz 
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Multipliziert man die Gleichungen (10) resp. mit 77 ? "^? ff 
und addiert sie dann, so erhält man 

ÄS«'') -.4(^-0, 

oder wenn man 

— kmV^U (11) 

setzt, so ist 

T+Cr=-konst. (12) 

Hier ist T die kinetische, U die potentielle Energie des Massen- 
punktes m. (12) stellt das Integral der lebendigen Kraft dar. 

Sind n Massenpunkte vorhanden, so ist die Arbeit, die man 
leistet, wenn man jedem Massenpunkt eine unendlich kleine Ver- 
schiebung erteilt, aus (4) zu berechnen. Berücksichtigen wir zu- 
nächst nur die Massen m^ und m^, so folgt 

d'Ä^, = Jem;^dX;^^^(x^-X;^) + '" + km^dx^ ^^{xj^ - a; J + • • • 

= - h ^A^'^ (x, - X,) (dx, - dx,) + . . . . (13) 

Da aber {x^ — x^ (dx^ — dx;^) -f- • • • == r;^^ • dr^^ ist, so folgt 

ctÄ.^^kd^^^. (14) 

Die Gesamtarbeit erhält man, wenn man über alle Paare von 
Massenpunkten summiert. Da man aber, wenn man l und v von 
1 bis n laufen läßt und nur die Terme, in denen A — v ist, fort- 
läßt, alle Paare doppelt rechnen würde, so ist der Faktor ^ hinzu- 
zufügen, und man bekommt 



n n 



\^ tri f^^ nv ^ 

Da nun nach dem Energieprinzip die von den Kräften des 
Systems geleistete Arbeit gleich der Abnahme der Energie W sein 
muß, so gilt auch 

und da die Gravitationsenergie für den Fall, daß je zwei Massen- 
punkte unendlich weit voneinander entfernt sind, Null gesetzt 
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werden kann, so wird 

(17) können wir noch umformen. Es ist 

wo V^ das Potential im Punkte jp^ bedeutet, also 

W=-l-^fnJ,. (18) 

Haben wir erstens eine Massenverteilung m^^ der das Potential 
Kl und die Energie W^ entspricht, und zweitens eine Massen- 
verteilung »Ig, welcher das Potential Fj und die Energie W^ zu- 
kommt, so folgt, da die Potentiale sich einfach addieren, wenn 
die beiden Massenverteilungen gleichzeitig vorhanden sind, 

W= - |2('»i + »^^ (^1 + ^») - ^1 + ^2 + ^1». (19) 

WO 

ist. Da aber nach (5) ^m^V^ = ^ m^ Fg ist, so können wir auch 

T^i2 = - ^^^iV^ = - 1o2fn,V^ (21) 

schreiben. W^^ heißt die wechselseitige Energie der beiden Systeme. 
Verschieben sich die Systeme 1 und 2 beide je als starre 
Systeme, so ändern sich bei der Verschiebung W^ und W^ nicht, 
es ist also 

d'Ä dW^^. (22) 

57. Kontiniiierliohe Massenverteilung. Sind die anziehen- 
den Massen kontinuierlich im Eaume S verteilt, und zwar mit der 
im allgemeinen örtlich variablen Dichte q^ so daß 

QdS «= dm (1) 

ist, so gilt auch dann noch die Definition für das Potential. Es 
tritt nur anstatt einer Summation eine Integration auf, und es ist 



-/ 



« 



dS . (2) 
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Hier bedeutet q die Dichte im variablen Punkte x\ y\ z des 
Baumes S^ über den integriert wird, r den Abstand des Punktes 
X, y, %^ in dem T gesucht wird, von x\ y\ z\ 

Ebenüalls ist die Kraft auf eine Masse m 

^^^km (-^{x '-x)dS usw. (3) 

d.h. 

Sx = *^ä:j «sw. (4) 

Diese Formeln bereiten keine Schwierigkeiten, solange der an- 
gezogene Punkt in endlicher Entfernung von den anziehenden 
Massen liegt, da dann die Integranden stets endlich bleiben. Wenn 
aber der angezogene Punkt oder Aufpunkt im Innern der an- 
ziehenden Massen oder Quellpunkte liegt, so wird der Integrand 
für die Quellpunkte, die dem Aufpunkte unendlich nahe liegen, 
unendlich groß. Es soll gezeigt werden, daß auch dann noch die 
Integrale auf den rechten Seiten von (2) und (3) endlich bleiben. 

Wir denken uns zu diesem Zwecke eine Kugel vom Radius a 
um den Aufpunkt als Zentrum gelegt und die Integration in (2) 
über den Innen- und Außenraum der Kugel erstreckt. V setzt 
sich dann additiv aus Vi und FV zusammen 

Während nun in V^ der Integrand durchweg endlich bleibt, 
ist das in 



'.=/// » 



nicht der Fall, wo sich die Integration über das Volumen der 
Kugel erstreckt. 

Führen wir den räumlichen Winkel dw ein, unter dem ein 
Volumenelement vom Aufpunkte aus erscheint, so können wir 
d8^ r^dmdr setzen, und (6) geht in 

Vi^ffqrdrdoi (7) 

über. Für lim a = wird also F. = und F = 7. 

Dasselbe läßt sich von dem Integral (3) beweisen, da 

als Kosinus eines Winkels immer endlich bleibt. Da aber F,. und 
Sxj endliche und stetige Funktionen des Aufpunktes sind, so läßt 



w 
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sich auch der Nachweis führen, daß (4) mit (3) auf Grund von 
(2) identisch ist, was nicht selbstverständlich ist, da in (3) zuerst 
nach X differentiiert und dann über 8 integriert wird, während 
diese Operationen in (4) in umgekehrter Reihenfolge auszufahren 
sind. 

Für die Energie ergibt sich entsprechend Nr. 56 (18) 

= -]ßvd8. (8) 

58. Flächen- und Liniendiohte. Trotzdem in endlichen 
Räumen natürlich inmier endliche Massen enthalten sind, ist es 
rechnerisch häufig zweckmäßig, anzunehmen, daß Massen flächen- 
haft verteilt sind, d. h. daß auf einem Flächenelement da die 
Masse dm — Q,r^^ vorhanden ist. In Wirklichkeit ist dm 
^= Q ' h ' da^ wo Ä die kleine (endliche) Dicke bedeutet, in der 
die Masse über die Fläche verteilt ist. Denken wir uns h unend- 
lich klein und q entsprechend unendlich groß werdend, so dafi 
Q ' h — Q^ unverändert bleibt, so ändert sich dadurch das Poten- 
tial nicht merklich, wir haben es dann aber mit einer endlichen 
Flächendichte zu tun. 

Ebenso spricht man von Liniendichte, wenn dm ^^ q^ds ist, 
wo ds das Element einer Linie bedeutet und q^ endlich ist. 

In ähnlicher Weise wie in Nr. 57 läßt sich zeigen, daß das 
Potential auch in unmittelbarer Nähe einer mit Flächendichte be- 
legten Fläche a endlich und beim Durchgang durch die Fläche 

dV 
stetig bleibt. Dasselbe gilt für die Ableitungen ^, wenn s eine 

dV 
tangentiale Richtung an <r bedeutet, aber nicht für x— , unter n 

die Normalenrichtung verstanden (vgl. Nr. 61 (7)). 

59. Der Gaußsche Satz. Das Oberflächenintegral f^^de 

eines beliebigen Vektors 91 über eine geschlossene Fläche tf mit 
der äußeren Normalen n soll in ein Raumintegral verwandet werden. 

Zu dem Zwecke zerlegen wir den von tf 

umschlossenen Raum S (vgl. Fig. 38) durch 

Fig. 38. /[ I I | \ Ebenen, welche den Koordinatenebenen par 

allel sind, in unendlich kleine Parallelepipeda 
mit den Kanten dXydy^dz und bilden das In- 
tegral J^I^c^cy über die Oberfläche eines sol- 
chen Parallelepipeds. 
Die rechte Seitenfläche vom Inhalte dydz und der äußeren 
Normalen x (vgl. Fig. 39) liefert zu dem Integral den Beitrag 
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^jgdydz, während die linke Seitenflache, deren äußere Normale 
— a? ist, den Beitrag — ^j^äydü liefert. Beide würden sich voll- 
kommen aufheben, wenn nicht die rechte Seitenfläche die o; -Ko- 
ordinate x-i-dx hätte, während die linke Seitenfläche die a;-Ko- 
oi'dinate x hat. Man muß also an der rechten Seitenfläche Sl^ fiir 

SP 

den Argumentwert x-^ dx nehmen, und es ist nach dem Taylor- 
schen Satze ^^, ~7^ 

SO daß die Summe aj^ j ^ ^ ^*«' ^^• 

(9Jx + -ö-^ dxj dy dz — Äx dy dz = -^ dx dy dz 

wird. 

Fügt man noch die Beiträge der anderen beiden Flächenpaare 
des Parallelepipeds hinzu, so erhält man als Wert des Ober- 
flächenintegrals 

oder, da man 

dx^ dy ^ dz ^^^^ ^^> 

(sprich Divergenz ?l) zu bezeichnet pflegt, so wird das Ober- 
flächenintegral 

^\y%'dS. 

Bilden wir diesen Ausdruck für alle Parallelepipede, in die 
der Raum S zerlegt ist, und summieren, so erhalten vnr einerseits 



Jdiv 91 . 



dS. 



Andrerseits heben sich die Beiträge der Oberflächenintegrale 
der gemeinsamen Fläche zweier aneinander grenzender Parallel- 
epipede auf, da die äußeren Normalen dieser Fläche die entgegen- 
gesetzte Eichtung haben, je nachdem wir sie zu dem einen oder 
anderen Parallelepiped rechnen. Es bleiben bei der Summierung 
der Oberflächenintegrale der einzelnen Parallelepipeda also nur 
die Beiträge übrig, welche die Grenzfläche a des Eaumes 8 liefert. 

Das ist aber /9l^c?0. 

Somit erhalten wir den von Gauß zuerst abgeleiteten, für 
einen beliebigen Baum/S mit der Grenzfläche a gültigen Satz 

f^iN%'dS^f%do. (2) 
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div 91 bedeutet nach (2) also den Grenzwert, dem sich *^ — 

JdS 

mit abnehmendem Volumen / dS nähert. 

Bei der Ableitung dieser Beziehung ist 81 als eine in S stetige 
Funktion vorausgesetzt worden. 

Ist dagegen die Normalkomponente von 81 an einer Fläche (S 
unstetig, so ergibt das Oberflächenintegral über einen unendlich 
„j n kleinen Zylinder, dessen Basisflächen de (vgl. 

Fig. 40) zu beiden Seiten der ünstetigkeitsflSche 
parallel derselben liegen, und dessen Höhe h on- 
^ endlich klein gegen die Lineardimensionen von d6 

ist, so daß die Mantelfläche des Zylinders gegen 
die Basisflächen vernachlässigt werden kami, 



da 



nn 



^8*»- 3l„id(r + 8r,,d(r, 



oder, wenn wir eine bestimmte Normalenrichtung n von 6 als die 
positive einführen, so daß n^ = — n^ = n ist. 

Nach dem G au ß sehen Satze wird also 

(91+ - 91-) da = div 91 . Ä . c^ci , (3) 

oder, wenn wir 

div9l-Ä=:div^9l (4) 

als Flächendivergenz bezeichnen. 

Aus (4) und (5) folgt, da h unendlich klein, daß an Flächen, 
an denen 9l„ unstetig ist, div 91 unendlich groß wird. 

/dV 
-^ äa. Es befinde sieh eine 

Masse m außerhalb einer geschlossenen Fläche c. Wir bilden das 

Integral j ^ da über die Oberfläche von (J, wenn F = - das 

Potential der Masse, n die äußere Normale der Oberfläche bedeutet 
Der körperliche Winkel e^w, unter dem ein Element dtf der 
Fläche erscheint, ist 

, . der cos (n,r) 
d(o='± -^ '-, 

wo das obere, resp. untere Vorzeichen gilt, je nachdem der von 
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/^: 



da 
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m aus gezogene Radiusvektor die Fläche von innen nach außen 
oder umgekehrt durchsetzt (vgl. Fig. 41). Femer ist ^ = cos (w, r). 
Demnach ergibt sich 



/ 



m 







=> m j "^ da . 

Ein Elementarkegel , 

der m zur Spitze hat, 

schneidet nun aus a zwei Elemente heraus^ deren Beiträge zum 

Integral entgegengesetzt gleich sind. Es wird also 



Fig. 41. 



/: 



cn 



0. 



(1) 



Diese Formel gilt noch, wenn V das Potential beliebig vieler 
außerhalb der Fläche befindlicher Massen darstellt. Liegt eine 
Masse m innerhalb der Fläche, so kann 
man eine Kugel vom Radius a um m 
als Zentrum legen unddieKugelflächeJBT 
mit zur inneren Begrenzung eines Bau- 
mes rechnen (vgl. Fig. 42). Auf diesen 
ßaum ist (l) anwendbar, und es gilt 
somit 



fl^"'+frn''"^^ (2) 



a 




Fig. 42. 



WO dn auf K die äußere Normale des 

Raumes, d. h. die innere Normale der Kugel bedeutet. Es ist 

also dw « — da. 

Nun läßt sich aber das über K erstreckte Integral leicht aus- 
führen, denn es ist ö— = — (-ö— I = -* imd da ^ a^d(o, also 



/ K— dcy = / -f a^dfo = 47tm und folglich nach (2) 



J dn 



4tnm . 



(3) 
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(3) gilt noch, wenn mehrere Massen sich im Innern befinden. 
Dann erhalten wir also 



ß 



|-d(y = -4«2»»«- (*) 



a 



Hier können beliebig viele äußere Massen vorhanden sein; 

^m^ bedeutet die Summe sämtlicher inneren Massen. 

61. Die Poissonsohe Gleiohung. Wendet man die Gleichung 
Nr. 50 (2) auf den Potentialvektor 8t = grad V an , dessen Kom- 
ponenten 8ljp = ^ , My = ^— , H, =» ^— sind, so erhält man mit 
Beachtung von Nr. 59 (l) 

/div grad VdS - JAV- dS = jj^ da, (1) 

wenn AF eine Abkürzung für 

ist. 

Andrerseits ist nach Nr. 60 (4), wenn wir die Massen in S als 
kontinuierlich mit der Dichte q verteilt annehmen, 

ß-^d<i^-4.«Jqd8. (3) 

Durch Vergleich von (1) und (3) folgt 

fAVdS - -fATtQdS, (4) 

und da der Raum S ganz beliebig ist, so müssen die Integranden 

der in (4) rechts und links stehenden Integrale einander gleich 

sein, d. h. es ist 

AV=^-4:7tQ. (5) 

Das ist die Poissonsche Gleichung. Sie geht außerhalb attrahie- 
render Massen, also für ^ » 0, in 

A7-0 (6) 

über. (6) ist die Laplacesche Gleichung der Potentialtheorie. 

Wendet man schließlich die Gleichung Nr. 60 (4) auf einen 
kleinen flachen Zylinder an, dessen Basisflächen zu beiden Seiten 
einer Fläche c sich befinden, auf der die Flächendichte q^ ausge- 
breitet ist, so erhält man 

(i-:r -©■—'•■ (" 
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62. Eiraftlinientheorie. Der Vektor g » A; grad V ist nach 
Formel Nr. 56 (8) die Kraft auf die Masse 1 oder die Gravi- 
tationsfeldstärke. Auf einem Flächen element d£^ das senkrecht 
zur Richtung von g steht, denke man sich |^| -e^^Z^ g- Linien oder 
Kraftlinien gezeichnet, wenn \g\ der absolute Wert von g ist, und 
zwar soll eine g-Linie in ihrem ganzen Verlaufe die Richtung des 
Vektors g repräsentieren. Die Differentialgleichung der Kraftlinien 

lautet also 

dx:dy:d0=^q^:Q^:Q^, (l) 

Da an jeder Stelle so viele g-Linien auf einer unendlich klein gedach- 
ten Flächeneinheit senkrecht stehen sollen, wie |^{ angibt, so müssen 
g-Linien entspringen und münden können, denn an zwei Stellen eines 

g-Linienbündels braucht nicht |^j {(22]'^ » |^2 1 ^-«^s ^^ ^^^^* 

Um dies genauer zu übersehen, wollen wir die Bedeutung des 

CdV 

Oberflächenintegrals k I k— dö ermitteln. Es ist, wenn wir d2J 

als Projektion von da senkrecht zur Richtung des Vektors g 
auffassen (Fig. 43), dZ = da cos (w,g). Ferner ist 

dV 



also ist 



in-^j:^'-\9\'<^08(n,Q), 



g\' d2-^ Q^da 



Je ^- da. 




^-n 



Fig. 48. 



Da aber |^| • (i2? nach der Konstruktionsvor- 
sehriffc die Anzahl g-Linien oder Kraftlinien be- 
deutet, die d£ durchsetzen, und da durch da 
ebensoviele hindurchgehen, weil d£ durch die- 
selben g-Linien begrenzt wird wie da (vgl. Fig. 43), 

dV 

80 bedeutet Jc-^ da die Anzahl Kraftlinien, die durch da in posi- 
tiver Richtung hindurchtreten. 

^da die Anzahl 

Ton innen nach auBen a durchdringender Kraftlinien, und das ist 
nach Nr. 60 (4) 

(2) 



Ä; I ^ d<y = — 4:nkSm^ 



Das bedeutet: Bei jeder Ma^seneinheit münden A^nlc Kraftlinien, 
Da es keine negativen Massen gibt, so können also im Endlichen 
nur Kraftlinien münden^ aber keine entspringen; dieselben kommen 
alle aus dem Unendlichen. 
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63. Der Greensohe Sat8 und die Eindeutigkeit des Po- 
tentials. Bedeutet TJ eine beliebige Funktion des Orts, die mit 
ihren ersten Differentialquotienten stetig ist, so ergibt sich für 
einen beliebigen Baum 8 durch partielle Inregration 

-jUAUdS (1) 
oder vektoranaljtisch: 

J^grad^ UdS =f^y ( U grad ü) dS —fuA UdS. {!') 

Für das erste Integral auf der rechten Seite kann man aber nach 

/d U 
U -^da schreiben, wenn <y die 

Begrenzungsfläche des Baumes S^ n die äußere Normale auf ö be- 
deutet. 

Somit lautet (l) 

|grad2 üdS - fü |~ da ~ JUA UdS. (2) 

Die Formel (2) ist unter dem Namen des Green sehen Satzes 
bekannt. Diesen Satz kann man dazu benutzen, nachzuweisen, 
daß es bei gegebener Massenverteilung nur eine Funktion Y gibt, 
die der Gleichung Nr. 61 (5) 

AF- — 4ä^ (3) 

genügt, wenn F noch den weiteren Bedingungen zu gehorchen hat, 
daß es im Unendlichen wie IjB verschwindet, unter B die Ent- 
fernung von irgend einem festen Punkt im Endlichen verstanden, 
und daß an gewissen Flächen 6^ eine ün Stetigkeit der Normal- 
komponente von grad Y vorhanden ist, entsprechend der Gleichung 
Nr. 61 (7) 

Q* - Q" - - *-^. (') 

und an anderen Flächen 03, die mit zur Begrenzung des Baumes ge- 
hören, Y selbst gegeben ist, und daß Y im ganzen Baume stetig ist 
Nehmen wir an, es gäbe zwei Funktionen Y^ und Fj, die 
allen soeben aufgezählten Bedingungen genügen, so bilden wir 
die Funktion 

V,-V,^ U. (5) 
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Diese genügt nach (3) und (4) den Bedingungen 

A CT = (6) 

im ganzen Baume und 

im* - ©' - « (') 

auch an den Flächen (T^ , d. h. Z7 und seine Ableitungen sind im 
ganzen Baume stetig. An den Flächen tfj ist CT = und im Un- 
endlichen verschwindet TJ wie 1/iJ, also -k— wie l/B*, da aber 

dc^B^dca wird, so bleibt immer noch das Produkt U-^~d<s 

verschwindend klein, selbst wenn man es über einen beliebigen 
Teil einer unendlich großen Fläche integriert. 

Deshalb verschwindet das erste Integral rechts von (2) sowohl 
an den Flächen c^ als auch an der Begrenzungsfiäche des Baumes 
im Unendlichen; das zweite Integral verschwindet wegen (6), also 

ist / grad^ UdS = 0, und da der Integrand wesentlich positiv ist, 

so muß grad CT =» 0, also TJ = konst. sein. Da aber U im Un- 
endlichen Null ist, so ist es im ganzen Baume Null, d. h. Y^ = Fg- 
7 ist somit tatsächlich eindeutig bestimmt. 

Einen weiteren Satz von Oreen leiten wir folgendermaßen ab. 
Durch partielle Integration ergibt sich die Gleichung 

oder vektoranalytisch: 

/(grad U, grad 7) dS = div {U grad V)d8 -fuAVdS. (8') 

Vertauschen wir in dieser Formel JJ mit 7 und subtrahieren die 
so erhaltene Gleichung von (S*), so ergibt sich, da 

jäiY(UgrB.dV)d8^fu^d6 

ist. 

Diesen Satz von Green kann man verwenden, um ein Inte- 
gral der Gleichung 

A7= — 47i;^ (10) 

zu finden. 

Weber u. Gans: Repert. d. Physik. I. 9 
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Da die Gleichung (9) nur gilt, wenn JJ und V mit ihren 
ersten Differentialquotienten endlich und stetig sind, so dürfen 
wir, falls der Au^unkt p im Innern des Eaumes 8 liegt, nur dann 

setzen, wo r den Abstand eines variablen Punktes Ci(x y z) von 
dem festen Punktejp(ir,^, ;e^) bedeutet, wenn wir den Punkt jp durch 
eine Hülle, also etwa durch eine Kugel K vom Badius a mitjp 
als Zentrum von S ausschließen und K mit zur Oberfläche von S 
rechnen. 

Da A Z7 = A f - j = ist, so ergibt sich dann aus (9) 



r dn 






(12) 



Wählt man für S den unendlichen Raum, so fällt das erste 
Integral rechts fort, wenn Y wie l/R im Unendlichen verschwindet. 
Im zweiten Integral ist dn ^== — da, r ^==^ a^ da == a^dcoj also 




r dn dn 






^p 



und wenn man a kleiner und kleiner werden läßt, wird die rechte 
Seite — 4.7tV^, so daß nach (12) und (10) 

=- fl dS (13) 

folgt. 

Wir haben somit (13) als Integral von (10) gefunden, wie wir 
(10) früher als Folge von (13) (vgl. Nr. 61 (5)) abgeleitet hatten. 
64. Das Potential einer Kugelsehale. Um die Anziehung 
zu bestimmen, die eine Kugelschale, deren Dichte q nur Funktion 
des Radius u ist, auf einen Massenpunkt m ausübt, bilden wir 
das Potential 

^QdS /j\ 



-/' 



64. Das Potential einer Kugelschate 
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Zu dem Zwecke führen wir räumliche Polarkoordinaten u und 
-d" ein, indem wir die Verbindungslinie II von m mit dem Kugel- 
zentrum zur Polarachse wählen und schneiden eine unendlich dünne 
Kugelschale vom Kadius u und der Dicke du aus der Eugelschale 
heraus (Fig. 44). Ihr Beitrag zum Po- 
tential ist 

n 



=/f 2- 



(iF= / — 27cw^ sin '9' • cZ'ö' • eiw . 
Nun ist aber 



also 



so daß 



r2«i^2^ 1^2— 2 jRw cos '^, 



rdr = Bu sind'dd', 



dV 



/2nudu 



dr 




Fig. 44. 



wird. Den Werten d-^O und d-^^Tt 
entsprechen die Werte u — E und u-{- B resp. B — u und B-^-u 
für r, je nachdem m im Hohlraum der Kugelschale oder außerhalb 
der Kugelschale liegt. Im ersteren Falle wollen wir m einen inneren, 
im zweiten einen äußeren Punkt nennen. 
Somit ergibt die Integration nach r 



u. 



(2) 



dVf = 4:7tudu' Q^ F^ == 4:7tjQ(u)u'dUy 
für jR > Wg 



Ml 



WO Jtf die Masse der Kugelschale bedeutet. 

F^ ist von den Koordinaten von m ganz unabhängig. . Da man 
aber die Kraft, die auf m wirkt, durch Differentiation des Poten- 
tials nach den Koordinaten von m erhält, so folgt: 

Auf einen Punkt im Hohlraum einer Kugdschale, deren DicJite 
nur Fu/nkUon des Badius ist, wirJct keine Kraft 

Die Formel (3) ergibt: Die Anziehung einer Kugelschale auf 
einen äußeren Pimkt ist dieselbe, als wenn die Gesamtmasse der 
Kugel im Mittelpunkt konzentriert wäre, 

9* 
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Das gilt auch noch, wenn die Kugel eine Vollkugel ist, ein 
Resultat, das für die Astronomie Bedeutung hat. 

Liegt der Massenpunkt im Innern der Massen der Kugelschale, 
ist also u^<C E <Cu^, so können wir uns die Kugelschale durch 
eine Kugelfläche vom Radius B in zwei zerlegt denken, und m ist 
ein äußerer Punkt für die Kugelschale mit den Radien u^ und R^ 
dagegen ein innerer Punkt für die Kugelschale mit den Radien B 
und u^ . Letztere wirkt also nicht auf m, erstere ergiht nach (2) 
und (3) das Potential 

R u, 

F= j. I Q(u)u^du -\-4:7i j Q(u)udUj (4) 

Ui R 

und für konstante Dichte q 

Für eine Vollkugel (u^ == 0) wird 

7=-^9iJ» + 2«pV. (6) 

oder die Anziehungskraft, die aus Symmetriegründen natürlich 
die entgegengesetzte Richtung des Radius B hat, 

g = Ä;w x^ = —k — QBm. (7) 

Es wirkt also eine Kraft, die dem Ahstand vom Zentrum pro- 
portional ist. (Quasielastische Kraft; vgl. Theorie der Schwin- 
gungen.) Der Mittelpunkt ist für den angezogenen Massenpunkt 
eine Lage stabilen Gleichgewichts. 

65. Das Potential des Ellipsoids. Das Potential des El- 
lipsoids 

welches homogen mit der Masse der Dichte q erfüllt ist, lautet 
im Innenraum 



00 



V. - »»/(. - 4-. - 1^~ - ^,) § m 





und im Außenraum. 



r^ n 1 -_ ^1 y* -* J\ ^ 

a ^yy a^ + s h^-f~8 c^ + s) D 



(3) 
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Hier ist zur Abkürziing 



D -y(i + j.) (i + f) (. + i,) (4) 

gesetzt, und k ist die positive Wurzel der Gleichung 



wenn a?, y, j? die Koordinaten des Aufpunktes bedeuten, der außer- 
halb des Ellipsoids (l) liegt. 

Daß (2) und (3) die verlangten Ausdrücke sind, kann man 
dadurch beweisen, daß man zeigt, daß sie allen charakteristischen 
Bedingungen des Potentials genügen unter Zuhilfenahme des Ein- 
deutigkeitsbeweises (Nr. 63).^) 

Abgeleitet wurden die Formeln (2) und (3) zuerst von Diri- 
chlet mit Hilfe der Theorie des diskontionuierlichen Faktors.*) 

Ist das EUipsoid ein Botationsellipsoid, so vereinfachen sich die 
Formeln (2) und (3) beträchtlich, und die in ihnen enthaltenen 
elliptischen Integrale gehen in einfachere Transzendente über. 

Der schwere Kreisel. 

66. Die Bewegongsgleiohungen und ihre Integrale. Es 

soll als wichtigster Fall nur der symmetrische Kreisel behandelt 
werden. Sein Schwerpunkt S liege im Abstände l vom Drehpunkte 
auf der Symmetrieachse. 

Die potentielle Energie des Kreisels ist 

F= Mgl cos O = P cos d- , (l) 

wenn P zur Abkürzung für Mgl gesetzt ist, und -O* den Winkel 
bedeutet, den die Symmetriehalbachse, auf der S liegt, mit der 
nach oben gerichteten Vertikalen bildet. 

Wie beim kräftefreien Kreisel lauten zwei Integrale (vgl. 
Nr. 34 (15)) 

(^sin*'a'+ Ccos^d)'4f + CcosO^ = Zi . . 

C cosd"tif + C<p = K^ , 
aus denen sich 

Ä sin^^ip = K^ — K^ cos 

1) Vgl. z. ß. H. Weber-Riemann, Die partiellen Differential' 
glekhimgen der maih. Phys, 1, 2. Aufl., Braunschweig 1910, S. 264. 

2) oiehe Ostwalds „Klassiker der exakten Wissenschaften" Nr. 19. 
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ergibt, oder wenn man 

cos 6" == w 
setzt, 

JTj ist der Drehimpuls bezüglich der Kreiselsymmetrieachse 

O /TT 

(vgl. die aus (14) folgende Gleichung für x-t- der Nr. 34), er bleibt 
nach (2) konstant, d. k es ist (vgl. Nr. 33 (8)) 

C ~ 0' 
so daß die Gleichungen (3) sich schreiben 

wenn 

j: = ^' t = * 

gesetzt ist. 

Schließlich haben wir noch die Energiegleichung (vgl. Nr.34(l 4)) 

A(h'^ + ijj^ sin^ ^) + C(Jp +i/;cos<»)2+ 2PcoS'Ö'- 2Ä, (5) 
die mit Berücksichtigung von (4) die Form annimmt, 

© = (« - ««) (1 - "*) - ('' - ^'■o«)*' (^) 

weon 

2/i — Cr«' 2P 

gesetzt wird. 

Bezeichnen wir die rechte Seite von (6) mit U^ schreiben also 

U ^ {a - au) {1- u^) - (ß - hr^u)\ (7) 

so wird 

' -/# *" 

und nach (4)^) 



(9) 



1) Lagrange, Mec. anal, 8. 2, sect. IX Nr. 86, Paris 1816, S. 264. 
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Da nach (7) U für u = + 1 im allgemeinen < ist, so 
muß ü= zwei reelle Wurzeln e^ und Cg zwischen — 1 und + 1 
haben. Da U ferner f^r u = -{- (X> selber + oo wird, wenn P > 
ist, so liegt in diesem Falle, auf den wir uns beschränken wollen, 
die dritte Wurzel e^ zwischen + 1 und + oo . 

ü läßt sich also in der Form 

^ =¥ (« - *i) (^ -«)(«»- «) (10) 

schreiben, und e^ = cos d-^ resp. e^ = cos -O-g geben die beiden Par- 
allelkreise, zwischen denen die Kreiselspitze sich bewegen muß. 
Durch die Substitution 



u — «1 
«j — «1 



sin'y (11) 



nimmt (8) mit Beachtung von (lO) die Form an 






l/l — A;»8in«y' 



(12) 



wenn die Zeit von einem tiefsten Punkte der Bahn an gerechnet 
und 

gesetzt ist. 

Die Dauer der Bewegung der Kreiselspitze vom tiefsten (w = ß^) 
bis zum höchsten (u = 62) Punkte der Bahn ist also 



T 
2 



v^Its ^ (rtEi) . (") 



wenn K das vollständige elliptische Integral erster Gattung be- 
zeichnet. 

Durch ümkehrung von (12) mit Benutzung der in (13) ge- 
gebenen Formel för y folgt 

cos ^ = ei + (e, - ej sn* |/^%^ t. (15) 

Wir haben es also mit einer periodischen Bewegung der Krei- 
selspitze zu ttm mit der Periode T bezüglich -O", die durch (14) 
gegeben ist. 

Drücken wir in den beiden Gleichungen (9) u nach (ll) 
durch y aus, so erhalten wir 
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^-H^n {k, y, pi) + Hin {k, y, jpj) ,^^. 

q> - H^n(k, y,Pi) - HjnQc, y, Pj) + r^(l - h)t, 
wenn 



ist und 



( + 6r 

1 + e, 


K21>(«.-e.)' 


B,' 


ß- 
1- 


- 6»-, -i/ Ä 

- «. K 2>(«, - 


-«.) 




Pi 




Pi 


1- 


-«1 




TTI 


h 'tt Vi 


. / 


1 




dy 





das elliptische Integral dritter Gattung mit dem Argument y, dem 
Parameter p und dem Modul k bedeutet, wobei y und h wie oben 
durch (13) bestimmt sind. 

Hier sind tf; und q> von einem Punkte der Bahn an gerechnet, 
in dem die Kreiselspitze ihre tiefste Lage hat. 

Die erste Gleichung (16) ergibt i/; als Funktion von y und 
somit nach (11) auch als Funktion von w^cos-Ö-, d. h. diese 
Gleichung resp. die erste Gleichung (9) stellt direkt die Gleichung 
der Bahnkurve der Kreiselspitze dar. 

Die halbe Spannweite if; der Bögen, die die Kreiselspitze be- 

schreibt, erhält man, wenn man in (16) y = -^ setzt. So er- 
gibt sich 

^ = Äi 77 (fc, J , i,i) + if, n (ä, 2 ,j»,). (17) 

Nun ist aber*) 

n[^,p)=K-E{p)-pE, 

wenn K imd E die vollständigen elliptischen Integrale erster resp. 
zweiter Gattung und E(p) das unvollständige Integral zweiter 
Gattung bedeuten. Daraus folgt 

^ = K[H,E(p,) + H,E{p,)-] ~ E(H,p, + H,p,) . (18) 

67. Die pseudoreguläre Präzession. Ist der Impuls K^ 
in Richtung der Figurenachse sehr groß, so daß - — ^* 

1) Vgl. z. B. H. Dur^ge, Theorie der ellipt. Funktionen^ 8. Aufl., 
Leipzig 1878, S. 80. 
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ÄP 

stets eine kleine Zahl bleibt, und daß auch r=r-^ sehr klein ist, so 

fallen die beiden Wurzeln e^ und €2 der Gleichung Z7»0 nahezu zu- 
sammen, wie man erkennt, wenn man U(e^ ^^ setzt und nachweist, 

daßcj— ej= — 2 jT*^(\ 1 öine Gleichung, die aus der Taylor sehen 

Entwicklung Uie^)-- U(e^) + ^'(0(^2 ^ ^i) + £^"(«i)^'-l''^' 
folgt-, tatsächlich sehr klein ist (vgl. Formel (5)). Dann wird also 
die Kreiselachse ihre Neigung gegen die Vertikale nur sehr wenig 
verändern. In diesem Falle vereinfachen sich die Formeln be- 
trächtlich. 

Dann wird nämlich nach Nr. 66 (13) Je sehr klein, also nach 
Nr. 66 (15) _ 

^, = cos ^ = 61 + (e, - e,) sin 'Y^^'J ''^ t, (l) 

oder, wenn wir sin^a? durch cos 2 a; ausdrücken, 

M = ^-^ - -*- 2 -' COS y — 5^^- "* ^ = Wo + tfw. (2) 
Da aber nach Nr. 66 (4) 



1 — u 



'^ = 1 ..t 



ist, so ergibt sich mit Vernachlässigung höherer Potenzen von öu 
^« t^ K(l±ü. V:2^. V-e. ^ W21'(e.-.,) ^ (3^ 

1 — 1*0* ' (1 — t«o ) 2 f J. ^ ^ 

und durch Integration nach i 



^ 



ß — hr^u, 







l-t*o' 



Vernachlässigt man die periodischen Glieder in (2) und (4), 
80 hat man es mit einer regulären Präzession zu tun. Die perio- 
dischen Glieder stellen eine Nutation der Kreiselspitze dar.^) 

Voraussetzung dieser Formeln ist, daß O =4= ist, d. h. daß der 
Kreisel kein aufrechter ist. 



1) Vgl. P. Klein u. A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels 2, 
Leipzig 1898, S. 276 n. 291 ff., wo auch der Grad der Annäherung 
diskutiert ist. 
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Die in diesen Formeln vorkommende Differenz -^-^ - hat 



2 



den kleinen Wert 



und ßg nimmt den großen Wert 

an. 

Mit diesen Nähenin gsausdrücken gehen die Formeln (2) und 
(4) in die folgenden über, wenn wir noch den Anfangspunkt der 
Zeit so verschieben, daß die Kreiselspitze für ^ = im mittleren 
Parallelkreis liegt ^), 

cos -d- = cos ^Q + {— ^ ^ — ^ 2 sm^ ^q\ sm -j-t (2 ) 



tf; 



=£'+(\-;5.f.* -#)-§'■ m 



68. Die Fräzession der Erdachse. Die Erdachse behält 

nicht dauernd dieselbe Richtung im Eaume, sondern beschreibt in 

-ca. 26 000 Jahren einen Kreiskegel um die Normale der Ekliptik. 

Der Winkel zwischen dieser Normalen und der Erdachse beträgt 

ungefähr 23 Vg^ 

Diese Erscheinung findet ihre Erklärung in der Kraftwirkung 
von Sonne und Mond auf die rotierende Erde, und zwar speziell 
auf den um den Äquator befindlichen, durch die Abplattung hervor- 
gerufenen Massenwulst. 

Sonne und Mond haben die Tendenz, die Ebene dieses Massen- 
rings in ihre Ebene zu drehen; es wirken also Drehmomente um die 
Knotenlinien der Erde bezüglich der scheinbaren Sonnenbahn und 
der Mondbahn. Die Drehmomente lassen sich durch eine einfache 
Reihenentwicklung des Potentials darstellen ^), sie verursachen 
eine Rotation der Figurenachse um die Normale auf der Ekliptik, 
und zwar ergibt es sich, daß die Wirkung des Mondes trotz seiner 
kleineren Masse infolge seiner geringeren Entfernung über doppelt 
so groß ist als die der Sonne. 



1) Vgl. F. Klein und A. Sommerfeld, ibid. S. 802. 

2) Vf?l. z. B. F. Klein u. A. Sommerfeld, Über die Theoriedes 
Kreisels 3, Leipzig 1903, S. 633. 
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Kapitel V. 

Festlegung eines Koordinatensystems. Erddrebung. 

Zentrifugalkraft. 

69. Das Inertialsystem. In neuerer Zeit ist mit Recht die 
Frage aufgeworfen worden, für welches Bezugssystem und für 
welches Zeitmaß das Trägheitsgesetz resp. die Newtonschen Be- 
wegungsgleichungen gelten, da der Begriff der absoluten Bewegung 
doch vom physikalischen Standpunkte aus sinnlos sei. Um die 
Klärung dieser Frage haben sich Mach^), Lange ^), Streintz^j 
und Carl Neumann*) besonders verdient gemacht. 

Nach Lange wird ein räumlich-zeitliches Bezugssystem, in 
dem die Newtonschen Bewegungsgleichungen gelten, oder spe- 
zieller, in dem isolierte Punkte sich geradlinig mit konstanter Ge- 
schwindigkeit bewegen, ein Inertialsystem genannt. 

Die Substitutionen 

y-^ß + ß,x + ß,y + ß,z + ßS - Q (1) 

z' =^ y + yiX + y^y -{- y^z + y^{t — Q 

enthalten die 16 Konstanten a, aj, . . ., ^q, von denen aber die 

«11 «2» «31 i^n i^2) /^8) /i) y»» n '^^^ht voneinander unabhängig 
sein, sondern den Relationen einer orthogonalen Koordinaten- 
transformation gehorchen sollen. Diese Substitutionen lassen die 
Newtonschen Bewegungsgleichungen invariant, also gibt es oo^® 
Inertialsysteme. 

Zwei verschiedene Inertialsysteme haben somit im allgemeinen 
verschiedene Anfangspunkte, verschiedene Achsenriohtungen, ver- 
schiedenen Anfangspunkt der Zeit, und der Ursprung des einen 



1} E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung^ 6. Aufl., Leipzig 
1904, S. 238. 

2) L. Lange, tjher das Beharnmgsgesetz^ Ber. d. Ges. d Wiss. zu 
Leipzig 87, 1886, S. 863; Die Geschichte und Entwicklung des Be- 
vjegungsbegriffeSf Leipzig 1886; Das Inertialsystem vor dem Forum der 
Natur forschuMgy Wundts philosophische Studien 20, 1902. 

3) H. Siieintz^ Die physik. Grundlagen d. Mechanik^ Leipzig 1883. 

4) Carl Neumann, Ü6cr die Prinzipien der Galilei- Newtonschen 
Theorie^ Leipzig 1870; Über die sogenannte absolute Bewegimg^ Boltz- 
mann-Pestschrift, Leipzig 1904. Weitere Literatur findet sich in dem 
Referat von A. Voß, Encycl. d. math. Wissensch. 41, S. 30ff., Leipzig 
1901—1908. 
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hat gegen den des anderen eine konstante geradlinige Geschwin- 
digkeit, dagegen ist die Zeiteinheit in beiden dieselbe, wenigstens 
wenn man fordert, daß die Massen und die Gravitationskonstante 
in den verschiedenen Bezugssystemen dieselben Werte haben sollen. 

Um zu sehen, inwieweit das Newton sehe Gesetz ein rein for- 
males Gesetz ohne Inhalt ist, und inwieweit es objektive Gesetz- 
mäßigkeiten enthält, stellen wir folgende Mannigfaltigkeitsbetrach- 
tungen an.^) 

Es seien in einem beliebigen empirischen Koordinatensystem 
(z. B. dem Fixstemsystem) 5, t^, J zu co Zeitpunkten einer empi- 
rischen Zeitskala (die z. B. durch die Erdrotation gegeben ist) die 
Koordinaten von n Massenpunkten gegeben. Gesucht werde in 
jedem der o Zeitpunkte die Lage eines Koordinatensystems x^y^e 
und 00 Werte t^^t^, . , ,yt^ eines Parameter ^, so daß die Be- 
wegung in diesem Bezugssystem sich nach dem Newtonschen 
Gesetz vollzieht. 

Zwischen den o?, y^ z und 5, i^, f bestehen nun die Gleichungen 

V=ß + ßi^ + ß2!^ + ßs^ (2) 

in denen die a^, «g, «3, jS^, . . ., yg den Relationen der ßichtungs- 
kosinus bei Koordinatentransformationen genügen, so daß (2) 
6 voneinander unabhängige Koeffizienten enthält, die zu den 
CO Zeiten verschiedene Werte haben können. 

Gegeben sind also Swco Koordinaten ^1, %, ?i, . . . , Ji,. Ge- 
sucht sind 6© Transformationskoeffizienten, o Zeitwerte fj , . . .7 ^„ 
und Snto Koordinaten x^y^z. Letztere drücken sich aber durch 
die 6w Größen aus, welche z. B. die Anfangslagen und Anfangs- 
geschwindigkeiten bestimmen, da ja die späteren Lagen durch die 
Newtonschen Bewegungsgleichungen berechenbar sind. Da es 
aber, wie wir oben gesehen hatten, 00^® Inertialsysteme gibt, so 
bleiben 10 von den gesuchten Größen willkürlich, und man hat 

Swo) gegebene und 6w+7oi) — 10 gesuchte Größen. 

Damit die gesuchten Größen auf jeden Fall widerspruchsfrei 
gefunden werden können, muß also 

3wa)^6w-f 7(0- 10 (3) 

1) Vgl. E. An ding, tJher Koordinaten und Zeii^ Encycl. d. matii. 
WisB. 6 n, Art. 1, S. 3. Man beachte auch H. Seeliger, Über diU 
sogenannte absolute Bewegung, Münchener Ak. Ber. 1906, S. 85. 



r 
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sein. Für drei Massenpunkte z. B. (n == 3) muß also w ^ 4 sein, 
d. h. die Behauptung, daß 3 Himmelskörper sich auf Grund von 
Positionsbeobachtungen zu 4 Zeitpunkten nach dem Newton- 
schen Gesetz bewegen, ist ohne realen Inhalt, Erst die Tatsache, 
daß sie dies zu mehr Zeitpunkten, nämlich zu allen Zeiten, tun, 
ist der Ausspruch eines physikalischen Gesetzes. 

Nun ist es nicht völlig ausgeschlossen, daß die Planeten sich 
nicht ganz genau nach dem Newtonschen Gesetze bewegen^), denn 
es ergeben sich Differenzen zwischen den nach dem Newtonschen 
Gesetze berechneten und beobachteten säkularen Änderungen der 
Elemente der Planetenbahnen, die die wahrscheinlichen Fehler der 
Beobachtungen überschreiten. Das hat zu dem Gedanken geführt, 
das empirische Koordinatensystem könnte möglicherweise kein 
Inertialsystem sein, sondern gegenüber einem Inertialsystem eine 
kleine Drehgeschwindigkeit besitzen. 

Anding^) zeigt, daß man die Fehler merklich zum Verschwin- 
den bringen kann durch die Annahme, daß das empirische System 
sich in 100 Jahren um — 7,3" gegen das Inertialsystem dreht, und 
zwar um den Pol der Ekliptik.®) Allerdings ist diese Auffassung 
nur vom Standpunkte einer reinen Planetenmechanik zu halten, 
wie And in g bemerkt, denn sie hat zur Folge, daß der gesamte 
Fixstemkomplex sich in einer rückläufigen Bewegung gegen das 
Inertialsystem befindet, wofür ein mechanischer Grund nicht recht 
einzusehen ist. 

Inwiefern man die Rotation des empirischen Systems im Iner- 
tialsystem gewissen Störungskräften äquivalent setzen kann — 
ein Satz, der zur Ableitung der obigen 
Resultate gebraucht worden ist — , wird y' ? 
man durch die Ausführungen der näch- 
sten Nummer einsehen. \ Fig. 45. 

70. Das d^Alembertsohe Prinzip 
im rotierenden Koordinatensystem. 

Von zwei Koordinatensystemen sei das 
eine x, y^ z in Ruhe, während das andere 
x\y\ z' mit der konstanten Winkelge- 
schwindigkeit CO rotiere. Die ^'- Achse sei die Rotationsachse, sie 
falle mit der ;8^ -Achse zusammen (Fig. 45). 




1) S. Newcomb, The elements of the four inner planets and the 
fundamental constants of astronomy, Washington 1896. 

2) E. Anding, 1. c. 

3) Vgl. auch H. Seeliger, 1. c. 
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In die Gleichung des d'Alembertschen Prinzips 

V« (^ tfa, + . . .) ^^{^Jx + ...) (1) 



>^ i 



t t t 



mögen anstatt der x^y^z die x ^y ^ z eingeführt werden, die durch 
die Beziehungen 

a? = a;' cosoo^ — y' sinw^ .. 

y == a;' sin oo^ + y' cos co^ 

miteinander verknüpft sind. 

Schreiben wir zur Abkürzung coso)^ = c? sinw^ = s, so er- 
halten wir 

X — X c y s r/N 

y = xs + y'c 
und 

dx^^öx'c — öy's , x 

8y — dx's + äy'c , 

da bei der Bildung der virtuellen Verrückungen die Zeit nicht mit 
variiert wird. 
Ferner ist 

d^y d'x' , d^y , ^ dx' _ dy' , « r ^ fi\ 

dt^-'dT^' + -dt^^+^-di'''^^di'''^'^'^^y'^ 

d*z ^d*z' 
dt^ dt^ 

Folglich ergibt sich aus (l) 

Das im ruhenden Koordinatensystem gültige d*Älembertsdie 
Prinzip (1) ist also nach (5) auch im rotierenden System giilOg, 
tvenn man eine Zusatzhraft mit den Komponenten 



m 



(a,V+2«,^), m(a,V-2«,^), (6) 
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eu {jf hinzufügt und lautet 

+2[dy+«^ («y- 2«^) dy') + g..^/. (7) 

71. Anwendungen. 1. Ein materieller Pimkt in relativer Buhe, 
Es sei -Jl =' Oy -^ = 0. Dann lautet nach Nr. 70 (6) die Zu- 

satakraft mco^Xy mco^y, 0. Diese Kraft heißt die Zentrifugalkraft. 

Ihre Größe ist mca^Q, wenn q = Yx^ -\- y^ den Abstand von der 
Rotationsachse bedeutet. Da die Geschwindigkeit im ruhenden 

System t; = ro^ ist, so folgt für die Zentrifugalkraft auch 

Im rotierenden System ist das Problem der relativen Ruhe also 
auf ein statisches zurückgeführt, wenn neben den eigentlichen 
Kräften noch die Zentrifugalkraft eingeführt wird. 

Vom rtiJienden System aus beurteilt ist eine Zentripetalbe- 



V 



schleunigung — = ^co* = voo vorhanden. 

Bei ruhender Erde sei die Anziehungskraft auf einen Körper 
in der Nähe der Erdoberfläche mG, Dann ist das Gewicht mg 
bei rotierender Erde die Resultante aus m G und der Zentrifugal- 
kraft C ^ moa^Q. Der Winkel zwischen der Richtung von G und 
dem Äquator heiße g?, der Winkel zwischen der Richtung von g 
tmd dem Äquator heiße i/; (Fig. 46). 

Nach dem Parallelogrammgesetz muß nun sein 

— m6r cos g> + ww^^ = — m^ cos 1/; 

— m6rsin9 =— m^sini/;. 

Femer ist q =Bcos 9, wenn B den 
Erdradius bedeutet. Mit Vernachlässi- 
gung von (D* ergibt sich 

g^a{l-^^cos'g>) (2) 



tgt/; = 



Hieraus folgt 



1 — 



G "" 
^^B 

~G 



(3) 




als Lotabweichung. 



1 (o^B . ^ 



Fig. 4ß. 



(4) 
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Da 

ist, so folgt 

m*R 1 / cos*g>\ 

In Wirklichkeit muß aber die Zahl 292 durch 191 ersetzt 
werden; diese Abweichung von der Theorie hat ihren Grund in 
der Abplattung der Erde, der in den obigen Formeln nicht Bech- 
nung getragen ist.^) 

Fährt ein Eisenbahnzug mit der Geschwindigkeit v auf einer 
Kurve vom Erünunungsradius r, und soll die Besultante aus dem 
Gewicht und der Zentrifugalkraft senkrecht auf der Schmiegungs- 
ebene der Bahn stehen, so muß die äußere (vom Krümmungs- 
mittelpunkt entferntere) Schiene eine Überhöhung 

h = ^ (5) 

erfahren, wenn l die Spurbreite bedeutet.*) 

2. Der freie Fall. Die Kraft im rotierenden Koordinaten- 
system auf einen bezüglich desselben ruhenden Massenpunkt ist 

Also wird aus Nr. 70 (7) 



^ /d ^x 



2/^' 



^ ™ u* 



2 



Sx'-\ ) 



= ((g;+2a,m^ä'-')tfa:'+(g;-2fi,m^) V+5;*«')- 0) 

Enthalten die in den x\ y\ z ausgedrückten Bedingungsglei- 
chungen die Zeit nicht, so können die wirklichen Änderungen d% , 
dy\ dz' anstatt der virtuellen gesetzt werden. Ist ferner nurcifi 
Grad von Bewegungsfreiheit (Bewegung auf einer relativ zur Erde 

1) S. Günther, Handbuch der Geophysiky 2. Aufl., 1, Stuttgart 
1897, S. 80. 

2) Infolge einer Kreiselwirkung der rotierenden Räder wird die 
Überhöhung noch etwas größer sein müssen; vgl. F. Klein und 
A. Sommerfeld, Über die Theorie des Kreisels 4, Leipzig 1910, S.771. 
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festen Kurve) vorhanden, so genügt das Energieintegral, das aus 



d^x' 



^ V dt^ "*7 dt 



( d^x ^A dx' , 







folgt. Zu den Kräften kommt dann also einfach die Zentrifugal- 
baft hinzu. 

Da wir es beim freien Fall mit einem freien Massenpunkt zu 
tun haben, zerfällt (7) in 



d*x ^x' . „ dy 
* m 



dt 

dt* 

d*z' 
dt* 



dt 

— ^ JiG) —5 — 

m dt 

m ' 



(8) 



und zwar ist der absolute Wert der Kraft 

|5'| = w^. 

Denken wir uns das Koordinatensystem parallel mit sich aus 
dem Erdzentrum in den Ort der Fallbewegung verschoben, so wird 



5^ 
m 

m 

m 



=* — ^ cos t^ 







-_ « — ^ sint/;, 



(9) 



und drehen wir nun noch das Ko- 
ordinatensystem um die ^ '-Achse 
(vgl. Fig. 47) bis die x- und z'- 
Achse in die horizontale |- resp. 
die in die Richtung von g wei- 
sende f- Richtung übergeht (die 
^ -Achse liegt also horizontal und 
weist nach Norden, die 1/ -Achse 
ist horizontal und weist nach Osten, die ^ -Achse ist vertikal nach 
unten gerichtet), so wird 

g$-0, g^ = 0, %^^mg (10) 




ng. 47. 



und 



1=* — rc'sin'i(;-fjef'cos'i|;, r}^y\ f = — aj'cosi/; — /sini(;. (11) 

Weber n. Oans: Bepert. d. Physik. I. 10 



'Z' 
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Aus (8) und (11) folgen f&r §, f^, t die Gleichungen für die 
relative Bewegung 

-5F = "~ 20)^ Sinti; 

'^^ + 2.(§lsin^ + lfcos^) (12) 

d*( „ dl) 

die unter den Anfangsbedingungen S = ij = f~|^ty = t=0 
die genäherten Lösungen geben 

»J-(f <*)|-a)<cost»» (13) 



f_|,«(l_?^-a,»<^). 



Da co^ sehr klein ist, ist ty, die Abweichung nach Osten, leich- 
ter merkbar als |, die Abweichung nach Norden. Reich hat 
beide Abweichungen konstatiert.^) 

3. Der schiefe Wurf, Wir wollen die Gleichungen (12) unter 
den Anfangsbedingungen f ür < -= 

| = , = f»0, §^a, ^-5, §-c (14) 

integrieren, dabei aber alle Glieder, die w^ in der zweiten Potenz 
enthalten, vernachlässigen. 

Einmalige Integration ergibt 

da 

^ =* a — 2 wiy sm 1/; 

^ - 6 + 2a) (§ sini/; + ? cos t/;) (15) 

dt 

jT = c + ^^ — 2(oij cost/;. 

Aus diesen Gleichungen folgt in erster Näherung 



1) F. Reich, Fallversuche über die Umdrehung der Erde, Frei- 
berg 1832. Wegen der Theorie vgl. man R. Hoppe, Ardi. d, Maih. 
u. Phys. 64, 1879, S. 96. 
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Substituiert man die genäherten Werte (16) auf der rechten Seite 
der Gleichungen (15), so erhält man 

— « a — 20 smiifht 

^^h + 2(0 (at sintij + et coatl) + Y^^ cosi/;) (17) 

^ = c + ^^ — 2« 6^ cos T/; 

und nach nochmaliger Integration 
I = a^ — (oht^ sini/; 

71 =^ ht + mt^ (a sinif) + c cos t/;) + ~ t^ cos tf; (18) 
f « c< + -|-<^ — (oht^ cosUf. 

Der Schuß m der Meridianrichtimg. Nennen wir den Abgangs- 
winkel eines mit der Anfangsgeschwindigkeit Vq in der Meridian- 
richtung abgefeuerten Geschosses a, so ist a = Vq cos«, 6 »= 0, 
c =» — i;^ sin a . Also bleiben ^ und f und damit die Schußdauer 

t^ = — - sm cc 

^ 9 

(vgl. Nr. 37 (17)) und die Schußweite durch die Rotation der Erde 
unbeeinflußt, dagegen wird ly für t ^= t^ 

1^1 = j- sin* a sin (t^ — a) + — cos i/; sin a . (19) 

Auf der nördlichen Halbkugel ist für mittlere Breiten und die 
üblichen Abgangswinkel i? > 0, wenn a spitz (Schuß nach Norden), 
^ < 0, wenn a stumpf (Schuß nach Süden) ist, d. h. vom Schützen 
aus gerechnet findet die Abweichung stets nach rechts statt, um- 
gekehrt auf der südlichen Halbkugel. Am Äquator ist die Ab- 
weichung eine Linksabweichung. 

Der Schuß nach Osten oder Westen. Es ist a = 0, 5 = Vq cos a, 
c = — Vq sin a; somit 

J « — (ov^t^ sin T/; cos et 

ij = i?Q cos a • i — G)f*t?Q sin a cos i/; + -~ ^^ cos i/; (20) 



3 



f •= — t;^ sin a • ^ + Q *^ — ■ w^o ^^^ a cos i/; • <*. 

10* 
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Dadurch ergibt sich die Schußdauer zu 



U 



2t;o flina 



('+ 



cos a cos 



^ 



(21) 



und die seitliche Abweichung 



I. 



9' 



sin^ cosa sin'a, 



(22) 



die stets nach der rechten Seite des Schützen erfolgt. 
Femer ist 

i^j — -^ sin 2 a + ~qS~ (^ cos*« — sin*a) sin u cos i(;, (23) 

d. h. beim Schuß nach Osten wird die Schußweite für Abgangs- 

Winkel, die [^Z''\ sind als 60», (^T*^"!). Beim Schuß 

\ großer J [ yerKieinert j 

nach Westen ist es umgekehrt. 

Literatur und Formeln über den Einfluß der Erdrotation bei 
Berücksichtigung des Luftwiderstandes findet man bei Cranz.^) 
Der Zentrifugalregulator, Zwei Massen A und A' hängen an 
Stangen OA und OA' (Fig. 48), die um ein Gelenk in dreh- 
bar sind. Rotiert die Achse 00' mit der kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit co, so werden die 
Stangen sich unter einem Winkel« gegen die Ve^ 
tikale einstellen. 

Man findet a, indem man im mitbewegten 
Bezugssystem die Zentrifugalkraft einfahrt und 
fragt, wann zwischen dieser und der Schwerkraft 
Gleichgewicht ist. 

Nennen wir r den Abstand eines Massenpunk- 
tes m von 0, so ist das Drehmoment der Schwere 

auf den materiellen Teil OA des Systems ^mar sin«. Die Zen- 
trifugalkraft auf einen Punkt m ist mr cd^ sina, der Hebelarm dieser 
Kraft bezüglich ist r cos a, somit das Drehmoment mr'o^ sina cosa, 
also muß 

g ^mr == w^^mr* • cos « (24) 

sein, oder, wenn wir den Trägheitsradius k von OA bezüglich 
und den Abstand s des Schwerpunktes von einführen, 




COStt 



a^k 



(25) 



1) C. Cranz, Kompendium d. theor, äußeren Ballistik, Leipzig 
1896, S. 188; Math. Enc. 4, Nr. 18, S. 224. 
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Bei größerer ümlaufsgeschwindigkeit w wird also a größer; 
dadurch wird die Hülse H heraufgezogen und betätigt z. B. die 
Drosselklappe am Zylinder einer Dampfmaschine so, daß die Dampf- 
zufuhr etwas geringer wird und dadurch o wieder verkleinert wird 
und umgekehrt. 

Über die Stabilität dieser Vorrichtung vgl. man die Ausfüh- 
rungen in Nr. 85. 

72. Das Fouoaultsohe Pendel. Im Jahre 1851 hat Fou- 
cault zum ersten Male in Paris durch einen Laboratoriumsver- 
such die Rotation der Erde nachgewiesen, indem er zeigte, daß 
die Schwingungsebene eines Fadenpendels sich relativ zur Erde 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit dreht. Folgendermaßen er- 
gibt sich die Theorie dieses Experiments. Die Lagrang eschen 
Bewegungsgleichungen eines auf der rotierenden Erde schwingen- 
den Fadenpendels lauten nach Nr. 71 (7) und (ll) 

^--2o)Sint/;^-fX5 



de* 



' 2 CO (sin ^ ^J^ + cos M^^ + ^V W 

^.-p-2a)C0ST,;^ + A(?-fZ), 
wahrend die Nebenbedingung 

I* + »j* + + ty - 1' (2) 

besteht. 

Multipliziert man die Gleichungen (1) resp. mit tt , -rjr ^ ^, 

so folgt unter Berücksichtigung von (2) 

oder 

e+'il' + i'^2gi + H (3) 

&ls Integral der lebendigen Kraft. 

Multipliziert man femer die zweite Gleichung (l) mit $, die 
erste mit — i?, so ergibt sich 

^S-''S-2«'-t(l^| + .^) + 2a.cos^|||. (4) 

Bei unendlich kleinen Schwingungen ist (4) integrabel, 
denn dann ist nach (2) 
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also fällt das letzte Glied in (4) als unendlich klein von höherer 
Ordnung fort, und man erhält als Flächensatz 

1^ — i?§ = c + ö) sin t(; (S* + ij*) . (6) 

Wegen (3) und (5) ist 

k' + v'-'-g^-^ + H, (7) 



Setzen wir 




















s 


=■ r COS ; 


n- 


= r sin -^ , 


so wird 


aus 


(6) 


und 


(7) 
















dt 


^ c 


+ r^ 


o sin i|; 


resp. 






(ärV 


'^r'l 


<d»\ 


8 





(B) 



\dt) ' ' \dtj - y i ' "' W 

und wenn wir die Substitution machen 

-^ — -^Q — CO sin 1/; • ^ « ö , (10) 

so folgt aus (8) und (9) 



r 



2 



de 

dt 



(11) 



©^••(^/-(-f -»'-•♦)'"+*■ (") 



Wird «9* vernachlässigt, so wird 

de 



*" (13) 

\dt) 



+ '•(!?) --1'-+». 



Diese Gleichungen enthalten o nicht; in r und S ist also die 
Bewegung bei rotierender Erde genau ebenso, wie in r und ^ bei 
ruhender Erde. Nach (10) scheint sich die Erde unter dem Pendel 
mit der Winkelgeschwindigkeit o sin lij um die Vertikale zu drehen. 

Die Integration von (13) ergibt bei geeigneter Wahl des An- 
fangspunktes der Zeit 

yit+b'ün^yjt, (14) 



r* — a^ cos* 



wo a* + ft' = — , a*6* — — ist. 

9 9 
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Ferner folgt 

dB c 



dt 

so daß sich 



a*coB^Yj-t + hHin*y^t 

tgÖ-|tg]/f< (15) 

ergibt, wenn wir für ^ = Ö ~ annehmen. 
Setzen wir |' — r cos 6; r{ ^ r sin 6, so wird 

|'=3acos]/^^ 

ij'— 6sinT/-y-f. 

Der Massenpunkt beschreibt im allgemeinsten Falle in dem System 
r, S eine Ellipse mit derselben Schwingungsdauer wie im ruhenden 
System, und mit fester Bichtung der großen Achse; d. h. die große 
Achse läuft im System, das relativ zu der Erde fest ist, E. S.W. 
mit der Winkelgeschwindigkeit oo sin if;. 

Wird das Pendel aus der größten Elongation a ohne Anfangs- 
geschwindigkeit relativ zur Erde losgelassen, so ist fOr ^ >- 0, 

TT- =» 0, also -^ = — CO sin if;, somit — a*« sinif; =- c und das 

Verhältnis der Amplituden h/a «■ o sin i/; Yl/g . 

Die im Obigen gegebene approximative Integration läßt sich 
auch genauer durchführen.^) 

7d, Das Fonoanltsohe Gyroskop; der EreiBelkompaß. 

Foucault hat auch die Kreiselbewegung zum Nachweis der Erd- 
rotation benutzt. Wir wollen zeigen, daß das möglich ist, indem 
wir nachweisen^ daß ein symmetrischer, in seinem Schwerpunkt 
tmterstützter Kreisel von zwei Freiheitsgraden die Tendenz hat, 
sich in die Richtung der Erdachse einzustellen. 

Wir hatten in Nr. 70 Formel (7) gesehen, daß wir das d'Alem- 
bertsche Prinzip auch bezüglich eines mit der Erde rotierenden 
Koordinatensystems x\y\ z anwenden können, wenn wir zu den 
eigentlichen Kräften f$ noch eine Kraft auf jeden Massenpunkt 

1) Binet, C. 22. 82, 1851, p. 197. J. Franz, Dm. Halle 1872. 
W. Dumas, CrdleaJ. 50, 1865, p. 52 und 126. Eamerlingh Onnes, 
J^i89ert. Groningen 1879 siehe auch Ph. Für tw an gl er, Maith, Enc. 
^V 1, p. 5. 
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mit den Komponenten 

addieren. 

Nennen wir, wie in Nr. 67 (6) 

g^ + mcöV-g^; Sy, + »na>V-5;'; 5,^ = 5.'', (l) 

so kommt zu dieser Kraft ^' infolge der relativen Bewegung des 
materiellen Systems noch die sogenannte Coriolissche Kraft 

g;-2m»^; g;:__2m»^; g;', - (2) 

hinzu. 

Die Kraft ^ können * wir die Kraft auf den relativ zur Erde 
ruhenden Massenpunkt nennen. Sie ist die Resultante aus der 
Zentrifugalkrafb und der eigentlichen Kraft. Wir hahen sie des- 
halb eingeführt, weil gerade sie dem Experiment auf der Erde 
direkt zugänglich ist. So ist z. B. die empirisch bestimmte Erd- 
beschleunigung die Resultante aus der Anziehungskraft der Erde 
und der Zentrifugalkraft. Wir wollen demgemäß kräftefrei einen 
Körper nennen, für den 5' — ist. 

Ist der Schwerpunkt unterstützt, so bleibt als einzige Kraft 3'' 
übrig, die durch (2) gegeben ist. Das Koordinatensystem in (2) 
ist aber nicht willkürlich relativ zur Erde orientiert, sondern die 
;e;'- Achse ist der Erdachse parallel. Deshalb wollen wir ein all- 
gemeiues Bezugssystem einführen, in dem fj" in Vektorschreib- 
weise 

5"=2m[o,(ö]. (3) 

lautet. Hier bedeutete die relative Geschwindigkeit des Massenpunk- 
tes gegen die Erde, cd die Drehgeschwindigkeit der Erde nach Größe 
und Richtung. 

Da der Kreisel nur eine Drehgeschwindigkeit Sl um seinen 
Schwerpunkt hat, so ist 

= [Ä,tl, (4) 

wenn r der Radiusvektor vom Schwerpunkt nach einem beliebigen 
Kreiselpunkt bedeutet. 

Zunächst ergibt sich aus (3) mit Benutzung von (4), daß keine 
Einzelkraft auf den Kreisel wirkt, denn es ist 

^3"- 2^m[t), «] = 2 [[Ä, ^mr], «] - 0, 
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da 

J^mx « 

ist. 

Das Drehmoment um den Schwerpunkt ist 

5« - -5'[t, 5'1 = 2 J",» [r, [0, «]] , 
oder nach einer bekannten Eegel der Vektoranalysis, nach der 

[a, [®, ©]] - »(?!,£) - ©(«, ®) 

ist, 

91=« 2^w{t)(r, ©) — ö)(r, t))}. (5) 

Wegen (4) fällt das zweite Glied in (5) fort, und es bleibt 

SR = 2^ml?(r,a)). (6) 

Ist die Botationsgeschwindigkeit um die Figurenachse sehr 
groß gegen die Eotationen um die anderen Achsen, die im Laufe 
der Bewegung auftreten können, so können wir diese gegen jene 
vernachlässigen und unter Sl die konstante Botationsgeschwindig- 
keit um die Figurenachse verstehen. Dann ist, wenn x, y^ z ein 
im Kreisel festes System bedeutet, 

K ^y\ öy-= + Ä-ir; t),«0 (7) 

und somit unter Berücksichtigung, daß die x^ y, z Achsen Haupt- 
trägheitsachsen sind, und unter Einführung der Bezeichnung 

0^2^mx^ ^2^my^^2m{x^ + y^) 

91,« -CÄ«^; %«+C7Äa),; 5R, - . (8) 

Führen wir ein auf der Erde festes Koordinatensystem |, ij, f 
ein, so daß f vertikal nach oben, § horizontal nach Osten, ij hori- 
zontal nach Norden weist ^), so ist 

co^ «« ; CO == CO cos j3 ; 00^=0) sin ß , (9) 

wenn ß die geographische Breite des Beobachtungsorts bedeutet. 

Wir betrachten jetzt zwei Versuchsanordnungen. 

I. Die Figurenachse kann sich nur in der Horizontalen be- 
wegen. Das erreicht man dadurch, daß man den inneren Bing 
der Car danischen Aufhängung festklemmt, so daß seine Ebene 
horizontal liegt. 

1) Dieses Koordinatensystem ist nicht in Übereinstimmung mit 
dem in den vorigen Nummern gebrauchten, aber mit dem der Nr. 24 ff. 
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Dann ist dauernd der Eni ersehe Winkal d- >- 7r/2, und aus 
der ersten Gleichung (2) in Nr. 85 wird 

Nun ist 31^ das Drehmoment um die Vertikale d. h. 31^ =■ 31^, 
und nach Nr. 35 (1') wird 

— — C^((o^ sin <p — (ö^ cos q>). (ll) 

o^ und CO berechnen sich aber aus den Formeln (l) und (7) 
in Nr. 24 zu 

CO, =— ö)„ft + cDf-y* =* G)„ cos flp sin il; + W/. sin op 

o)y « co^Pg + oj^yj == — «»,; 81^1 9) sm tf; + oo^ cos 9 , 

so daß 

91^= CÄw^sinif; 
oder nach (9) 

31^ — (7ÄC0 cos j3 sin 1/; (13) 

wird. 

Ist tf; »" 0, so weist die Ereiselspitze nach Süden, wie die 
Gleichungen (l) und (7) in Nr. 24 ergeben. Führen wir also 
einen Winkel ^ durch die Substitution 

ip « ^ — ^ (14) 

ein, so ist ^f die östliche Abweichung der Ereiselspitze aus der 
Nordrichtung des Meridians, und aus (10) und (13) ergibt sich 
die Bewegungsgleichung des Kreisels 

^f =« _ ^^ cos ß sin W. (15) 

Das ist aber eine Gleichung genau derselben Form wie die 
Pendelgleichung. Bei kleinen Ablenkungen aus dem Meridian 
wird der Kreisel um denselben schwingen mit einer Schwingungs- 
dauer 

r=27rl/^^— ^. (16) 

V CSla cos ß ^ ' 

Sind die Schwingungen durch Beibung gedämpft, so stellt sich 
also der Kreisel in den Meridian ein. 

n. Die Figurenachse kann nur im Meridian hin- und her- 
schwingen. Das eiTeicht man dadurch, daß man die äußere ver 
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tikale Bingebene der Car dänischen Aufhängung senkrecht zur 
Meridianebene festklemmt. 

Dann ist dauernd tf; »- tt, und aus der dritten Gleichung (2) 
in Nr. 86 wird 

A^'^yi^. (17) 

Es ist aber nach Nr. 35 (l') 

31^ = 31, cos (p — 9iy sin 9 = — SlC{(Oy cos g> + »j. sin 9), 

und da 



G) 



00 i^i + «f yi = — w- sin fp cos ^ -\- io^ sin tp sin ^ 



X —ijri • —4/1 — ij 



CD =■ ö>« ft + öf yj *^ — w« cos 9? cos -^ + ö>^ cos 9 sin -^ 
ist, so folgt mit Benutzung von (9) 

SR^ - ÄC© cos {ß + ^)^ (18) 



I Substituieren wir 

n 



\-§-9-e, (19) 

so bedeutet 6 die Abweichung der Ejreiselachsenrichtung von der 
Richtung der nördlichen Hälfte der Erdachse, und aus (17) und 
(18) wird 

^Ö = — ÄCwsinö, (20) 

d. h. der Kröisel hat die Tendenz, sich mit seiner Achse in die 
Richtung der Erdachse einzustellen. 

Bemerkung: Ersetzen wir, um die Beziehung eines Gyro- 
skops zu einem Magneten resp. einem rotierenden elektrisch ge- 
ladenen Körper im Erdfelde zu erkennen, die Masse m eines Massen- 
punktes durch die Eldctrizitätsmenge 6/2 = m und die Winkelge- 
schwindigkeit der Erde nach Größe und Bichtung durch ein 
Magnetfeld ^a-co, so wird die wirkende Kraft nach (3) 

r -[«»,©]. (21) 

I)as ist aber genau das Biot-Savartsche Gesetz. Der Drehim- 
puls des materiellen Systems um die Figurenachse 

wird in dem elektrischen Analogon gleich dem magnetischen Mo- 
ment 
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des rotierenden, elektrisch geladenen Körpers, und ans den For- 
meln (15) und (20) ergibt sich auch die bekannte Formel für die 
Direktionskraft eines Deklinatoriums M* H und eines Inklinato- 
riums M-B^ wenn H ^ a cos/? die Horizontalintensität, i2 *— o 
die Gesamtfeldstärke bedeutet. 

Während aber das magnetische Moment eines permanenten 
Magneten in Strenge konstant ist, gilt dies von dem magnetischen 
Moment des rotierenden elektrischen Systems wie von dem Dreh- 
impuls des Kreisels nur genähert, nämlich nur insofern der Eigen- 
impuls groß ist gegen die im Laufe der Bewegung hinzukommen- 
den Impulskomponenten bezüglich der Hauptträgheitsachsen. 

Die richtende Kraft, die die rotierende Erde auf einen Kreisel 
ausübt, ist im Kreiselkompaß dazu benutzt worden, als Ersatz fOr 
den magnetischen Kompaß auf Schiffen zu dienen. 

Im Gegensatz zum Foucaultschen Gyroskop ist der Kreisel- 
kompaß ein Kreisel von 3 Freiheitsgraden, bei dem aber die 
Schwere so wirkt, daß die Figurenachse immer annähernd hori- 
zontal liegt. ^) 

Das Instrument hat vor dem magnetischen Kompaß den Vor- 
teil, genau nach Norden zu weisen und weder durch Eisenmassen 
noch durch elektrische Ströme abgelenkt zu werden, aber die Nach- 
teile eines recht hohen Preises und einer ziemlich großen Schwin- 
gungsdauer, die notwendig ist, um dem System die erforderliche 
Stabilität zu sichern. 



Kapitel VI. 

Reibung. 

74. Historisohes. In den vorstehenden Ausführungen ist fast 
durchweg von der Wirkung der Reibung abgesehen. Durch diese 
Vernachlässigung sind manche Erscheinungen mehr oder weniger 
falsch dargestellt worden. Absolut berechtigt ist das Nichtberück- 
sichtigen der Reibungskräfte wohl nur bei den Bewegungen der 
Himmelskörper, während in der irdischen Mechanik der Idealfall 
der reibungslosen Bewegung häufig eine sehr gute Annäherung 
an die Wahrheit, manchmal aber nur das Typische der Erschei- 
nungen gibt. Daß sich die theoretische Mechanik sehr weit ent- 

1) F. Klein u. A. Sommerfeld, Über die Theorie des Kreisels i, 
Leipzig 1910, S. 846. Weitere Literatur: Anschütz-Kämpfe, Jahr*' 
buch d, Schiffsbautechn. Ges.lii, 1909, S. 352. 0. Martienssen, Fkyi. 
Zs, 1, 1906, 8. 635; Zs. /*. Instrumentenkunde 82^ 1912, S. 809. 
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wickelt hat, ohne daß man es für nötig hielt, der Beibung einen 
wichtigeren Platz anzuweisen, liegt an dem vorwiegend astrono- 
mischen Interesse der klassischen rationellen Mechanik. 

Tatsächlich ist das Phänomen der Beibung so kompliziert, daß 
man nur für die Technik brauchbare Näherungsgesetze angeben 
kann, die in Wirklichkeit die Folgen einer ganzen Beihe von Er- 
scheinungen darstellen, wie z. B. die dauernden Deformationen 
fester Körper, Druckkräfte der bewegten Luft, innere Beibung der- 
selben usw. 

Quantitative Gesetze über die Beibung fester Körper sind zu- 
erst von Coulomb aufgestellt worden. 

75. Gleitende Beibung. Liegt ein Körper vom Gewicht P 
mit ebener Grundfläche auf einer horizontalen Unterlage (Fig. 49), 
80 ist eine Minimalkraft Wq nötig, um den Kör- 
per in Bewegung zu setzen, und zwar ist 



Wo - (loP- 



(1) 




1*0 heißt der Reibungskoeffizient der Buhe. Er ^Wi ^8> 49. 

ist vom Material und von der Oberflächenbeschaffenheit, sowie von 

dem der Unterlage abhängig, aber unabhängig vom Gewicht. 

Insbesondere sagt Gleichung (1) aus, daß es nicht auf die 
Große der Berührungsfläche und also auch nicht auf den Druck 
(d. i. das auf der Flächeneinheit lastende Gewicht) ankommt. 

Man kann den Beibungskoeffizienten (Iq dadurch bestimmen, 
daß man die in Fig. 49 gezeichnete Wagschale solange mit Ge- 
wichten belastet, bis die Bewegung des Kör- 
pers gerade eintritt. 

Einfacher legt man den Körper auf eine 
schiefe Ebene mit veränderlichem Neigungs- 
winkel ay und läßt diesen so lange wachsen bis 
der Körper beginnt auf seiner Unterlage herab- 
zugleiten (Fig. 50). 

Da nach den für die schiefe Ebene (Nr. 43) 
geltenden Formeln die Tangentialkraft Psina, die Normalkraft 
pQOBoc ist, so muß beim Beginn des Gleitens nach (1) 

P sin a — |i*jj P cos a , (2) 

d. h. 

tg a == f*o (3) 

sein. Man nennt a den Beibungswinkel. 

Ist die Tangentialkraft, welche von außen am Körper angreift, 
kleiner als fi^P, so wird der Körper in Buhe bleiben; dann wird 



Psina 




P coscc 
Fig. 60. 
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die Reibungskraft dieser äußeren Kraft gerade das Gleichgewicht 
halten, also auch sie wird kleiner a]s (IqP sein. 

Solange der Körper ruht, werden wir also besser die Reibungs- 
kraft durch die Beziehung 

darstellen. 

um den Körper auf seiner Unterlage mit konstanter Geschwin- 
digkeit fortzubewegen, braucht man eine Kraft 

W^tiP. (5) 

(i heißt der Beihungskoeffizient der Bewegung^ und zwar ist immer 

(i ist nach den Versuchen von Coulomb und vom General 
Morin von der Geschwindigkeit und ebenso wie fiQ auch vom 
Druck und der Größe der Berührungsfläche unabhängig, doch ya- 
riierten bei diesen älteren Versuchen die Geschwindigkeiten nicht 
sehr. 

Neuere Untersuchungen über die Wirkung des Bremsklotzes 
an Eisenbahnschienen^) ergaben, daß der Reibungskoeffizient mit 
wachsender Geschwindigkeit beständig abnimmt. 

In Wahrheit findet auch kein plötzlicher Sprung zwischen dem 
Reibungskoeffizienten der Ruhe und dem der Bewegung statt Das 
geht z. B. aus den Versuchen von Frl. Ch. Jakob*) hervor. 

Die folgende Tabelle enthält einige Zahlenangaben über Rei- 
bungskoeffizienten ^) : 

Eiche auf Eiche, die Fasern parallel zur Bewegungsrichtung ii = 0,48 
„ „ M „ senkrecht „ „ 0,34 

Metall „ „ „ „ parallel „ „ 0,6—0,6 

Schmiedeeisen auf Schmiedeeisen 0,18 

„ „ Gußeisen 0,18 

Gußeisen auf Gußeisen 0,15 



76. Bellende Beibung. Befindet sich eine Rolle vom Ge- 
wicht P (Fig. 51) auf horizontaler Unterlage, so ist ein Dreh- 
moment N bezüglich der Berührungslinie nötig, um die Rolle mit 



1) D. Galton, Institution of Mechanical Engineers Proceedings 
1878 u. 1879, Engineering 1879, S. 871; Beports of ihe British Asso- 
ciation^ Dublin 1878. Man beachte den Bericht über die Reibungs- 
gesetze bei F. Klein u. A. Sommerfeld, über die Theorie des Krei- 
sels 8, Leipzig 1903, S. 632. 

2) W. Kaufmann, i%yfi. Zs. 11, 1910, S. 986. 

3) J. Perry, Angewandte Mechanik, Leipzig und Berlin 1908, S.67. 
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I konstanter Geschwindigkeit zubewegen, und zwar ist nach Coulomb 

I N^V'F, (1) 

wo V der Koeffizient der rollenden Reibung genannt wird. Wird 
dieses Drehmoment durch eine an der Rollenachse C angreifende 
horizontale Kraft F ausgeübt, so ist 



F 



< 




N^Fa, (2) 

unter a den Rollenradius verstanden, also ist qj 
nach (1) und (2) die Kraft 

F^— (3) Fig. 51. 

dem Gewicht der Rolle direkt und ihrem Krümmungsradius um- 
gekehrt proportional. 

Daß beim Rollen stets auch Gleiten stattfindet, und zwar in- 
folge der elastischen Deformationen des rollenden Körpers und der 
Unterlage, hat Reynolds^) nachgewiesen. 

77. Schmiennittel. Durch Verwendung von Schmiermitteln 
wird die Reibung wesentlich verringert, jedoch handelt es sich 
hier um die innere Reibung des Schmiermittels*); diese Probleme 
gehören also in das Gebiet der Hydrodynamik. 

Die Grundlagen der Theorie der Reibung fester Körper und 
der hydrodynamischen Theorie der Schmiermittelreibung sind gänz- 
lich verschieden.') Während nämlich nach ersterer die Reibung 
von der Geschwindigkeit imabhängig, aber der Normalkraft P pro- 
portional ist, ist sie nach letzterer vom Flüssigkeitsdruck p un- 
abhängig und dem Geschwindigkeitsgefälle in der Flüssigkeit pro- 
portional. 

Kapitel VII. 

Theorie der Scliwmgiiiigeii. 

I. Kinematik der Schwingungen. 

78. Definitionen: Amplitude, Sohwingnngsdauer, Phase» 
Phasenkonstante, gedämpfte Schwingung, logarithmisohes 
Dekrement. Jede zeitlich periodische Bewegung möge eine 

1) 0. Reynolds, Londxm. Phil, Transactions 166 I, 1876; Ges, 
Werke 1, 110. 

2) N. Pe troff, Neue Theorie der Beihung, deutsch von Wurzel, 
Hamburg 1887; 0. Reynolds, Fhil. Trans. R Soc, of London 1886^ 
Part 1; Scientific Papers 2, 228. 

3) Siehe A.Sommerfeld Zeitschr.f.Math.u.Phy8.bO,l90^,S.91, 



} 
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Schwingung genannt werden. Wird die Bewegung durch eine 
solche Funktion der Zeit q>(i) beschrieben, die die Eigenschaft 
hat, daß sich der Funktionswert für keinen Wert von t ändert, 
wenn die Konstante T zum Argument addiert wird, daß also 

<pit + T) ^ <p(t) (1) 

ist, so ist g> eine periodische Funktion. Selbstverständlich gilt 
dann auch bei wiederholter Anwendung 

T 
Hat T die eben erwähnte Eigenschaft, aber nicht — , wo m 

eine beliebige ganze Zahl sein kann, so heißt T die Periode oder 
Schwingimgsdauer der Schwingung. 

Wird eine Schwingung in T Sekunden ausgeführt, so wird 

y Schwingung in einer Sekunde vollführt. 

heißt die Schwingungszahl der Schwingung. 

Die einfachsten periodischen Funktionen sind der Sinus und 
Kosinus; mit ihnen werden wir uns deshalb zunächst am ein- 
gehendsten zu beschäftigen haben, zumal sich jede periodische 
Funktion, wie wir später sehen werden, in eine Sinus- und Ko- 
sinusreihe zerlegen läßt. 

Läßt sich die Bewegung, z. B. die or-Koordinate eines Massen- 
punktes, durch die Gleichung 

a; = ui sin (a ^ -f- a) (3) 

darstellen, so sagen wir, die Projektion der Bewegung auf die 
rr -Achse sei eine einfach harmonische Bewegung resp. eine ein- 
fache Sinusschwingung. 

Das Argument at + a in (3) heißt die Phase der Schwingung. 

Da der Sinus zwischen den Werten ± 1 hin- und herschwankt, 
so wird X zwischen ± Ä schwanken. Ä heißt die ÄmplUude oder 
das Ausmaß der Schwingung. 

Der Sinus verändert seinen Wert nicht, wenn zum Argument 
die Periode 27t des Sinus addiert wird. Damit das in (3) der 

Fall ist, muß t um — wachsen, es ist also 
' a ' 

T-^ (4) 

a » ^ 

die Periode der Schwingung (3). 
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Führen wir T durch (4) in (3) ein, so wird 

a? == JL sin {^ + aj (ö) 

oder wegen (2) 

a; = -ä. sin {^nnt + a). (6) 

a heißt die 'Fhasmk(m2^ante\ sie gibt den Argumentwert zur 
Zeit f = 0, hat also für dne Schwingung eine untergeordnete Be- 
deutung, da man durch geeignete Wahl des Anfangspunktes der Zeit 
stets a zu Null machen kann; man brauchte nur l in (6) durch 

i^i' — - — zu ersetzen. Die Bedeutung der Phasenkonstante 

tritt erst zu Tage, wenn man es mit mehreren gleichzeitigen 
Schwingungen zu tun hat. 

Wir werden im Laufe dieses Kapitels sehen, daß nicht nur 
sin 27C»^ eine für die Theorie der Schwingungen wichtige Funk- 
tion ist, sondern auch die komplexe Funktion c*^*"*. Natürlich 
kann diese Funktion keine physikalische Bedeutung besitzen, son- 
dern nur ihr reeller oder ihr imaginärer Bestandteil cos 2jcw< 
resp. sin 27tnt Dadurch würde aber nichts Neues eingeführt, 

denn cos 2?rw^ = + sin (2;rw^+ -^ j ist auch nur eine Sinusfunk- 
tion der Form (6) mit der Phasenkonstante a =» -g- • Die Funk- 
tion e^^*"* hat ebenso wie sin 2nnt die Periode T = — 

n 

Ist dagegen m in e^'*'"** eine komplexe Zahl m ^ n + r— , 

80 hat diese Funktion die komplexe Periode — Physikalische 

Bedeutung kann natürlich nur der reelle resp. der imaginäre Teil 
c"^'cos2jcwf resp. e"*^* sin 27i;w^ der Funktion haben. 

Da auch diese Funktionen eine (allerdings komplexe) Periode 
haben, pflegt man die Bewegungen, die durch 

X = Äe^^^ sin (ßitnt + a) (7) 

dargestellt sind, auch als Schwingungen, und zwar als gedämpfte 

Schwingungen zu bezeichnen, trotzdem die Funktion (7) nach 

keiner Zeit wieder denselben Wert annimmt (da die Zeit reell ist), 

1 
und zwar nennt man — = T auch hier die Periode, genau so wie 

in (6), indem man Äe~^^ als zeitlich veränderliche Amplitude 
ansieht. 

Wtber u. Gans: Repert. d. Physik. L 11 
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Nach einer Periode T ^ — wird der Sinus wieder denselben 

n 

Wert haben, aber die Amplitude, die zur Zeit t den Wert Ae~^* 
hatte, ist zur Zeit ^ + T auf ^e-^(' + ^> gesunken. Das Ampli- 
tudenverhältnis zweier aufeinander folgenden Schwingungen ist also 

x(t+T) 

Zur Zeit t+ 2T haben wir 

x(t+2T)^x(t+ T)e-<^^= x(t)e-^^^', 
allgemein: 

x(i+pT) = x(t + (p - l)T)e-^^= x(t)e-P^^. 

Wenn die Zeiten also in arithmetischer Progression wachsen, 
nehmen die Amplituden in geometrischer Progression ab. 

Der natürliche Logarithmus des Amplitudenverhältnisses zweier 
aufeinander folgender Schwingungen, d. h. die Größe d'T, heißt 
nach Gauß das logarithmische Dekrement der Schwingung. 

Eine einfache gedämpfte Schwingimg (7) ist also durch die 
Amplitude zur Zeit ^ = 0, durch die Schwingungszahl n, durch 

das logarithmische Dekrement — und die Phasenkonstante a voll- 
ständig gegeben. 

79. Analyse von Schwingungen. Fouri ersehe Beihen. 

Anstatt Nr. 78 (6) kann man auch 

x == Ol sin 27cnt + Cj cos 2nnt (l) 

schreiben, indem man 

Ci = -4. cos a , Cg = -4 sin a (2) 

setzt. 

Umgekehrt läßt sich (l) stets auf die Form von Nr. 78 (6) 
bringen, indem nach (2) 

Ä = VC,'+C,\ cc^wcctg^ (3) 

ist. ' 

Verlangen wir, daß Ä immer positiv ist, so ist nach (2) der 
Wert von a bis auf ein Vielfaches von 2% bestimmt. (3) und 
Nr. 78 (6) sind also einander vollkommen äquivalent. 

Jede periodische Funktion f(t) der Periode T läßt sich nach 
dem Fourier sehen Satze in folgender Form darstellen^): 

1) Wegen Einzelheiten vgl. man z. B. H. Weber, Die partiellf^ 
Differentialgleichungen der math. Physik 1, 2. Aufl. , Braunschweig 1910, 
S. 77. Eine graphische Methode der Zerlegung stammt von C. Bunge, 
Z. f. Math. u. Phys. 48, 1903, S. 443. 



r 
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rtO =* -^ + ^1 cos -^ + ^j, cos 2 -^ H h -^^ cos V ^ H 

+ J5i Sin -^ + ^2 Sin 2 -jr H f- J^^ sm v -jr H 

oder 

/■(O = 4- +2 {^' ''''«•' ^' + 5. sin V ?}^) . (4) 

Die Koeffizienten dieser Entwicklung bestimmen sich folgender- 
maßen : 

Man multipliziere beide Seiten von (4) mit cos fi —jt dt und 
integriere von bis T; dann wird 

T 
2 i 2iE £ 

Y I f{t) cos fi -y- dt =«= -4^^ . (/< =0, 1, 2, . . .) (5) 



23r t 
Ebenso multipliziere man beide Seiten mit sin f*— ^r-; so erhält man 

T 

^ffit) sin (i^ dt ^B^. ()u = i,2,...) (6) 



Hierbei sind die leicht zu beweisenden Beziehungen benutzt 

T 

''Int 2nt 



T 

2 ^ 





Ist 



/ cos V ^^^ • cos fi ^^ e?^ = 



r, 2nt . 2««^, fO ^ + /* 
I sm V -jr • Sin fi -^ "^ *" ] j 

^"2 - = A* 

J27r< 2«e -^ ^ 

sm V —^ cos fi -^ a^ = . 



speziell fi-^ n = /*(— + n, so verschwinden die jB , ist 

n -j — fj = — f [y + » so sind die Ä = 0. Im ersten Falle 

heißt /*(— - + n =^(p(t) eine gerade^ im zweiten Falle eine ww^eraeZe 

Punktion von t 

80. ZusammeiiBetzuiig von Schwingungen. Für viele 
Probleme der Physik ist die Frage von Wichtigkeit, wie sich 



11 



* 
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zwei Schwingungen derselben Bichtung und derselben Schwingungs- 
zahl n, aber verschiedener Amplitude und Phasenkonstante zu- 
sammensetzen oder, wie man auch sagt, sich superponieren. 

Es sei 

x^^A^sm(2nnt -fai)=-4j cosa^ sin 2nnt+Ä^ sina^ cos 27tnt . . 

x^^^Ä2sin(27tnt'\-a2)^^Ä^cosa^sia 27cnt'\-Ä2^uioi2Cos 2nnt. 

Dann ist 

a?! + iCj = (-4^ cos «1 + A^ cos a^) sin 2««^ (2) 

+ (A^ sin «1 + A^ sin a^) cos 27tnt = C^ sin 2üCnt + C^ cos 2nnt. 

Setzen wir 

o; = fl?! + OTj — J. sin (2nnt + «) , (3) 

so wird nach Nr. 79 (3) 



A - VA,' + A^' +2A^A2 cos («1 - a,) (4) 

und 

, Ä, sin a, + J., sin a, z-x 

a = arc tg -p HW ^ • (5) 

° -4i 008 «1 + -4, cos a, ^ ^ 

Die Amplitude der Eesultante ist nach (4) also stets kleiner 
(höchstens gleich) als die Summe der Amplituden der Kompo- 
nenten. 

Die Besultante hat nach (3) dieselbe Schwingungsdauer wie 
die Komponenten. 

Sind die Amplituden der beiden Komponenten einander gleich, 
also -äj = ^2, so folgt aus (4) 

^- 2^1 cos ?^^ (40 



2 

und aus (5) 

«1 + «i 



a = 



2 



(O 



Sind die Phasenkonstanten einander gleich, also a^ » a^, so 
ergeben (4) und (5): 

A^ A, + A^^ a = «1 = «2, 
also ist 

X =« {A, -f A^) sin (2nnt + a,) . 

Die Amplitude der Besultante ist also gleich der Sunune der 
Amplituden der Komponenten. 

Unterscheiden sich die Phasenkonstanten um tc, ist also 

a, — ofj =* 7C , 



i 
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SO ist 






Ä — Ä^ — -^j , ««=«!, 


also 


« 




a? = Ä^ — Ä2 sin (27tnt -\- a^) . 



Die Amplitude der Eesultante ist also gleich der Differenz der 
Amplituden der Komponenten. Ist außerdem A^ ^^ Ä^y so ist x 
dauernd Null, man sagt, die beiden Schwingungen interferieren 
miteinander. 

Ebenso setzen sich p Schwingungen zusammen. Es sei 

a?! = Ä^ sin (27tnt -{- a^) 



Dann ist 



iCp = Aj, sin (27tnt + of^) . 



X ^^Xp = (SÄjj coscfp) sin 27tnt-\- ( S A^ sin a^ cos 2 nnt, (6) 



p 
also ist 



und 



Ä - y(^Ä„ cos «J» + i^A, sin 0» 



tg« 



2:a 



(7) 



p Bin ap 



2j Ap cos OCp 



In folgender Weise läßt sich die Zusammensetzung von Schwin- 
gungen graphisch bewerkstelligen. Man trage in einem ebenen 
Polarkoordinatensystem a^ als Winkel, A^ als Radiusvektor ein, 
und ebenso verfahre man mit a^ und ^29 dann ergibt die Zu- 
sammensetzung nach den Re- 
geln der Vektoranalysis A /j 
und a; denn nach dem Ko- | 
sinussatz ist (vgl. Fig. 52) 



-20D'OEco3^ ODE. 

Da aber 



OD 



DE 



"^2» 




Fig. 52. 



^ ODE = Jt — (aj — «i) 

ist, so ergibt sich (4), und ebenso erhält man (5), wenn man aus- 
drückt, daß die Projektion von A auf die Polarachse OQ resp. 
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auf die dazu senkrechte Achse OB gleich der Summe der ent- 
sprechenden Projektionen von Ä^ und Ä^ ist, d. h. daß 

Ä cos of = -4^ cos «1 + Ä^ cos ofj 

-4. sin a «= -4i sin «j + -i-g sin a^ 

ist, woraus durch Division (5) folgt. 

In analoger Weise ist bei mehr als zwei Komponenten zu ver- 
fahren, wie die Gleichungen (7) lehren. 

81. Sohwebungen. Es mögen sich zwei Schwingungen von 
etwas verschiedener Schwingungszahl überlagern, es soll also in 

a?i = A^ sin (27tn^t -\- aj , . 

x^ = Ä^ sin (2 jrWg t + «j) 

n^ — % = V klein gegen n^ resp. n^ sein. 
Wir können schreiben 

x^ = A^ sin {2%n^t + {2%vt + «j)) , (2) 

d. h. wir können x^ als Schwingung mit der Schwingungszahl n^ 
und der langsam veränderlichen Phasenkonstante ^itvt + aj auf- 
fassen. 

Die Zusammensetzung ergibt nach Nr. 80 (4) und (5) die lang- 
sam veränderliche Amplitude und Phasenkonstante 



A «y.Ai^ + A^^ + 2^1^12 cos {2%vt + a, — «i) 

J-i 8inai+ -4j 8in(2«vt-j- «j) ^ 

^ J-i 008«! + -4« C08(2«v*-|- a,) 

Die Amplitude schwankt also zwischen A^ -f A^ und j-l^— Jj| 
und wird zeitweise zu Null, wenn A^ = A^ ist. 

Die Maxima resp. Minima finden statt, wenn cos (2 tc v ^ + «2 "" '^i) 
=» + 1 resp. — 1 ist; die Schwebungszahl , d. h. die Anzahl der 
Maxima resp. Minima, ist also v = Wg — n^ pro Sekunde. 

Durch die Bestimmung der Schwebungszahl läßt sich also die 
Differenz der Schwingungszahlen der Komponenten ermitteln. 

82. Lissajoussche Figuren.^) Ein Massenpunkt beschreibe 
eine Bahn, die durch 

a; ~ A sin(27tw< + a) ,v 

2^=-.Bsin(27rn^-f ß) 
gegeben ist. Die Bahnkurve wird ermittelt, indem t aus den beiden 



1) J. Lissajous, Ann. de chim, et de phys. (3) 51, 1857, S. 147. 
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Gleichungen eliminiert wird. Es ist 

X 

Ä 



cos a sin 2 nnt -f sin a cos 27int 



y 



^ = cos j3 sin 27tni + sin/3 cos27m^. 



8in/9 



— tina 



— COi/? 



+ cosa 



(2) 
(3) 



Multipliziert man die beiden Gleichungen resp. mit den da- 
neben stehenden Faktoren und addiert, so erhält man 



/Vt MI 

-^ sin /3 — ^ sin a — sin 2 nnt sin (ß — a) 

' — r COS /S + -^ COS a =» cos 2Ttni sin (j3 — a) . 
Quadrieren und Addieren von (4) und (5) ergibt 



(6) 



(6) 



Die Bahnkurve ist also eine Ellipse, deren Achsengrößen und 
-Eichtungen von den Amplituden der Komponenten und ihrer Pha- 
sendüferenz abhängt. 



Ist z. B. j3 — a «= — oder -^ , so ist 



X 



y' 



- 4- ^i- = 1 

8 1^8 •*•? 



(7) 



d. h. die Ellipsenachsen haben die Bichtung der Koordinaten x 
und y. 

Ist femer noch Ä =^ B^ so ist die Schwingungskurve 



ein Kreis. 



x^ + y^^Ä^ 



(70 



Die beiden Fälle ß — cc ^ — und ß — « = -17- sind aber von- 



<■) 



einander verschieden. Wir können das folgendermaßen erkennen: 
Da es nur auf die Differenz der Phasenkonstanten ankommt, können 
TO cc willkürlich gleich Null setzen; dann ist nach (l) im Falle 



a? = -4 sin 27tnt 



y "^ B cos 2nnt^ 



<iagegen im Falle ß 



3« 



X = A sin 2'jtnt 
«/==» — ^ cos 27tnt. 



(1") 
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Zur Zeit ^ ^^ befindet sich in beiden Fällen der Punkt auf 
der ^ -Achse, im ersten Falle durchläuft er aber mit wachsender 
Zeit die Quadraten in der Reihenfolge 1, 4, 3, 2, im zweiten Falle 
dagegen in der Reihenfolge 4, 1, 2, 3, d. h. der Sinn, in dem die 
Ellipsen durchlaufen werden, ist verschieden. 

Ist weiter ß — c -»0 resp. /? — er "- 9r, so ist 

J-l-O (8) 

resp. 

Z + l-O, (9) 

d. h. die Ellipse geht in beiden Fällen in die beiden zusammen- 
fallenden Geraden (8) resp. (9) über. 

(6) ist eine elliptische, (7') eine zirkuläre, (8) resp. (9) eine 
lineare Schwingung. 

Sind die Schwingimgszahlen nicht genau gleich, sondern ist 

x^ Äsm{27tnt + a) (10) 

y^Bsm(2nmt + ß), (11) 

so darf man 

y = ^ sin (2nnt + {2nvt + ß)) (12) 

schreiben, wo v =» m — n ist. 

Die Phasenkonstante ist also mit der Zeit veränderlich, uod 

^^ P^^^^ es ergibt sich aus (6), daß nach- 

y^ fy ( J) nTN einander alle Ellipsen resp. ent- 
yß-u'O C-^^ % 5j^ artenden Geraden durchlaufen wer- 

f"^ ^ N y*0 den, die den verschiedenen Werten 

^^O ^^-^ ^-^Ix/ von ß — a entsprechen, man erhält 
^^/4 ^^/2 also nacheinander alle in Fig. 53 ge- 

^*8-5^' zeichneten Bahnkurven. 

Ist die Schwingungszahl der o; -Komponente doppelt so groB 
wie die der ^-Komponente, ist also 

Ä — -ä. sin(47rw^ + a) , «x 

y ^^ B sin27rn^ 

(daß die Phasenkonstante in y gleich Null gesetzt ist, ist keine 
Spezialisierung), so ergibt sich durch Elimination von t 



X ^ y 



|/l_|i + sin«(i-2|l). (14) 



11 



\\f-'^- .1 



Fig. 55. 
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Die ans dieser Gleichung resultierenden Kurven sind in den 
Figuren 54 dargestellt.^) 

Man erhält auf einem Projektionsschirm P (vgl. Fig. 55) die 
Figuren 53 resp. 54, wenn man nach Lissajous* Vorgang einen 
Lichtstrahl von einer Licht- /v ^v ^^^ ^^ ^^^ ^ ^^ 

quelle Z aus auf den Spie- Q<J ^ A //M (Xj 
gel/>emer vertikal stehenden ^ \^ ^ 

Stimmgabel J fallen läßt. Der ^^' ^^' 

Strahl wird von hier reflektiert, fällt auf den Spiegel S' einer hori- 
zontal befestigten Stimmgabel II und wird von hier aus auf den 
Projektionsschirm geworfen. 

Die Figuren 53 werden erzeugt, wenn die beiden Stimmgabeln 
gleiche Tonhöhe haben, die Figuren 54 da- 
jiregen, wenn die Stinmigabel II die nächst 
höhere Oktave der Stimmgabe I gibt. 

83. Einfach harmonische Wellen in 
einem kontinuierlichen Medium. DieVer- 
Schiebung u der Massenponkte eines konti- 
nuierlichen Mediums sei Funktion der Zeit 
und der Koordinaten. 

Wir betrachten die einfache und in den Anwendungen beson- 
ders hänflg vorkommende Funktion 

u - .4 sin [2« (-^- - A) + a], (l) 

indem wir voraussetzen, daß u außer von der Zeit nur von der 
einen Koordinate e abhängt. 

Für ein gegebenes z ist u eine reine Funktion der Zeit, wie 
wir sie im Vorhergehenden auch betrachtet haben. Ä heißt, wie 

dort, die Amplitude, T « — die Schwingungsdauer oder Periode, 

ft die Schwingungszahl. Die Phasenkonstante ist fQr verschiedene 
konstante Werte von z verschieden, d. h. an den verschiedenen 
Orten geht die Schwingung zu verschiedenen Zeiten durch die 
Nullage. 

Lassen wir weiter t konstant, so stellt u als Funktion von z 
anch einen periodischen Vorgang dar, dessen Periode X ist; man 
nennt l die Wellenlänge. 

Ersetzen wir in (l) t durch ^ + 1 und z durch z -\- jr^ so 

bleibt u unverändert, d. h. nach der Zeit 1 ist derselbe Zustand 

1) Vgl. Lord Rayleigh, Theorie des Schalls 1 §36. 
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um die Strecke 

in Richtung der ;e: -Achse vorgerückt, v heißt die Fortpflamungs- 
geschwindigkeit der Phasen in dem Medium. 

Ganz allgemein stellt jede heliehige Funktion /"^ (z — vi) einen 
Zustand dar, der sich mit der Geschwindigkeit v in Richtung 
der positiven ;? -Achse fortpflanzt, während f^iß -■{- vt) einen Zu- 
stand darstellt, der in Richtung der negativen ;e; -Achse mit der 
Geschwindigkeit v sich fortpflanzt, wie man sofort erkennt, wenn 
man t durch i + 1 und z durch z -{- v resp. z — v ersetzt. 

84. Stehende Wellen. Superponieren sich zwei Wellen 
gleicher Amplitude 

Wi « A sin [27r (-y + y) + a] 
und (1) 

Wj = ^ sin [27r (jr -- y-j + «J , 

von denen die erste sich in der Richtung — ^, die zweite in der 
Richtung -{- z fortpflanzt, so erhält man nach einer einfachen go- 
niometrischen Formel 

^u, + u,^2Äsia{27t^ + --+^) cos (2^ f + '^-) . (2) 

u stellt eine sogenannte stehende Welle dar, die dadurch charak- 
terisiert ist, daß an bestimmten Stellen, die den Abstand einer 
halben Wellenlänge voneinander haben, dauernd die Erregung 
u » ist, d. h. ein Knoten ist, während mitten dazwischen 
dauernd ein Bauch vorhanden ist. Dagegen führt bei einer fort- 
schreitenden Welle (vgl. Nr. 83 (1)) eine Stelle, die zu einer be- 
stimmten Zeit in Ruhe ist, nach einer viertel Periode eine maxi- 
male Bewegung aus. 

85. Gruppengesehwindigkeit. Überlagern sich zwei ein- 
fach harmonische Schwingungen von gleicher Amplitude aber 
etwas verschiedenen Wellenlängen A^ und Aj, und ist die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit Funktion der Wellenlänge, d. h. ist das 
Medium ein dispergierendes, so erhält man 

w = -ä. sm 27r -^. h sm 27t —^ 



u 
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wenn zur Abkürzung 

gesetzt ist. 

Die Erregung u können wir demnach als Welle der Geschwin- 
digkeit V, der Wellenlänge l und der Amplitude 

auffassen, d. h. die Amplitude ist nicht konstant, sondern verändert 
sich sowohl mit der Zeit als mit dem Ort, aber die Periode sowie 

die Wellenlänge dieser Veränderung sind sehr groß gegenüber der 

X 
Periode ^ und der Wellenlänge A der eigentlichen Schwingung, 

wenn X^ und Ag und somit auch V^ und Fg nicht sehr voneinander 
verschieden sind. 

Wir können also von einer ganzen Gruppe hintereinander fol- 
gender Wellen sprechen, der wir für eine ziemliche Zeit merklich 
dieselbe Amplitude geben können. 

Diese Gruppe hat eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

V V V 

1 * d — 

d — 

In einem bestimmten Moment wird die Erregung durch Fig. 56 
dargestellt. Eine Erregung nach Art der Fig. 57 wird aber eine 



u = 


k 


h 


1 


1 




k 


l. 



/l 





Fig. 56. Flg. 57. 

Gruppengeschwindigkeit haben, die auch genähert durch (3) ge- 
geben ist. 

Die Gruppengeschwindigkeit Ü ist kleiner oder größer als die 
Phasengeschwindigkeit 7, jenachdem V mit X wächst oder abnimmt. 

II. Dynamik der Schwingungen. 

86. Unendlich, kleine ungedämpfte Schwingungen. Auf 
einen Massenpunkt, der die Möglichkeit hat, sich auf der «-Achse 
zu bewegen, und dessen Gleichgewichtslage die Stelle äj = ist. 
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wirke eine Kraft, die den Massenpunkt in die Gleichgewichtslage 
zurückzuti'eiben sacht, und die der Entfernung des Massenpunktes 
von der Gleichgewichtslage proportional ist. 
Dann gilt die Bewegungsgleichung 

m^p- ax. (1) 

Da diese Differentialgleichung homogen und linear ist, so hat 
sie die Eigenschaft, daß wenn x^ und x^ partikulare Integrale 
sind, auch CiX^ + C^x^ ein Integral ist, wo C^ und Cj ganz will- 
kürliche Konstanten bedeuten. 

Wir setzen als Integral von (1) versuchsweise c^^ an, dann 
muß y der Gleichung 

my^ + a — 
genügen, d. h. 

y-ii]/!. (2) 

also sind 

x^^ e "* und x^ ^ e "» 

partikulare Integrale. 

Da nur reelle Integrale einen physikalischen Sinn haben können 
und jede lineare Kombination von x^ und x^ wieder ein Integral 
liefert, so sind auch 

und 

Integrale, und die Summe derselben 

x^C^ cos]/| t + Oj sin]/|-< (3) 

ist das allgemeinste Integral von (1)^ da es zwei willkürliche^ 
d. h. nicht in der Differentialgleichung vorkonunende Konstanten 
enthält. 

Diese Konstanten bestimmen sich, wenn zu einer bestinunten 
Zeit ^ »s die Lage und die Geschwindigkeit des Massenpnnktes 
gegeben sind. 



86. unendlich kL nnged. Schwingangen. 87. Ellipt. Schwingungen ] 73 
Die „Anfangsbedingungen^^ lauten also: für / » soll x^Xq, 



^ = Vo sein. 



dx 

Nun ist nach (3) für ^ =» a?o = C^ und 

also ist 

x^Xq cos]/|- t+y~ v^ sin]/^ t (4) 

die endgültige Lösung. Wir haben es also mit einer einfachen 
Sinusschwingung zu tun, die nach Nr. 79 (l) stets in die Form 
von Nr. 78 (6) gebracht werden kann. 
Die Schwingungszahl ist 

„_ LT/«, (5) 

sie ist also um so größer, je stärker die rücktreibende Kraft a 
bei der Ablenkung 1 aus der Ruhelage ist, und je kleiner die 
Masse des Massenpunktes ist. 

Ist spezieller fär ^ »■ der Massenpunkt an der Stelle x^^Xq 
in Ruhe, so ist t^Q » 0, und man hat 




ir-ojocos V-t, (6) 



Befindet sich dagegen der Massenpunkt zur Zeit ^ =» in der 
Gleichgewichtslage, und hat er die Geschwindigkeit Vq, so ist 



x = ]/f«oBiny|-^ (7) 



87. Elliptische Schwingungen. Ein Massenpunkt habe die 
Möglichkeit, sich in jeder beliebigen Richtung zu bewegen, der Ko- 
ordinatenursprung sei seine Gleichgewichtslage, und es wirke auf 
ihn eine Kraft, die proportional der Entfernung von der Gleichge- 
wichtslage ist, und den Punkt in diese zurückzutreiben sucht. 
Dann hat die Kraft f die Form 

f^--ar, (1) 

also 

fx^ f ^^s (r , x) ^ — ax 

fy^fco3{r,y)^ — ay (2) 

/; «/•cos(r, ie;) = — a^. 
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also lauten die Bewegungsgleichungen 

d*x d*y d*z / v 

Da diese Gleichungen nicht simultan sind, läßt sich jede für 
sich integrieren und gibt nach Nr. 86 (l) und (3) 

ic = -4, cos 1/ — t + -4o sin 1/ — t 

y = B, cos y^t + B, sin "[/^ t (4) 

z =^ C^ cos 1/ — < + Cj sin 1/ — t. 

Eliminieren wir t^ d. h. fassen wir für den Augenblick cos l/~~^ 

und sin 1/ — t als Unbekannte auf, so muß zwischen den bekannten 
r m 

Größen rr, y, z^ A^^ A^^ B^^ B^^ C^, C^ eine Beziehung bestehen, 

da die beiden Unbekannten den drei linearen Gleichungen (4) 

genügen sollen. Diese Beziehung lautet bekanntlich 

B^B^y 

I Uj C^ z 
oder ausgeführt, 

{B^C^-B^C;)x + {C^A^-C^A;)y + {A^B^-A^B;)z^O,{b') 

d. h. der Punkt bewegt sich dauernd in der durch (5') bestimmten 
Ebene, in der auch die Gleichgewichtslage a; — t/ — ^ — ö°*' 
halten ist. 

Diese Ebene ist bestimmt durch die Gleichgewichtslage, die 
Anfangslage und die Anfangsgeschwindigkeit. Wir spezialisieren 
nicht, wenn wir diese Ebene zur a?^ -Ebene wählen und haben 

x:=^A^m{y^t+^ 

y^B^\n{yj-t + ß) (6) 

z^O 

als Lösung der Bewegungsgleichungen. 

Die Bahnkurve ist nach Nr. 82 (l) und (6) eine Ellipse, deren 
Mittelpunkt die Gleichgewichtslage ist. 



= (5) 
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Die UiDlaufszeit ist 



T=2«]/f . 



(7) 



Die in Nr. 86 gefundene Lösung ist ein spezieller Fall der in 
dieser Nummer aufgestellten, nämlich der, daß die Anfangsge- 
schwindigkeit in die Richtung der Verbindungslinie der Anfangs- 
lage und der Gleichgewichtslage fäUt. 

88. Schwingungen eines Systems von n Freiheitsgraden. 
Es möge jetzt untersucht werden, wie ein materielles System be- 
schaffen sein muß, damit Schwingungen um eine stabile Gleich- 
gewichtslage eintreten können. 

Das materielle System habe n Freiheitsgrade und sei durch 
die n allgemeinen freien Koordinaten Qi, Q^j > • - •, Qn bestimmt, und 
zwar seien die q so gewählt, daß die Gleichgewichtslage durch 
5i = fe ==••• = ^« = gegeben sei. 

Die potentielle Energie ist eine Funktion der $, die in der 
Nähe der Gleichgewichtslage in eine Potenzreihe nach den^q ent- 
wickelbar sei. 

Da der Wert der potentiellen Energie nur bis auf eine Kon- 
stante bestimmt ist, so geben wir dieser Funktion in der Gleich- 
gewichtslage den Wert Null. Da femer in der Gleichgewichtslage 
die potentielle Energie einen Grenzwert besitzen muß, so fallen 
die ersten Potenzen der Entwicklung fort, und da die potentielle 
Energie in einer stabilen Gleichgewichtslage ein Minimum sein 
muß (Nr. 12), so müssen die Glieder zweiter Ordnung der Ent- 
wicklung eine positive quadratische Form bilden. 

Beschränkt man sich bei sehr kleinen Verschiebungen aus der 
Gleichgewichtslage auf die quadratischen Glieder, so lautet also 
fe potentielle Energie 

27 = aiigi« + a^^q^^ -\ \- 2ai^qiq^ -{ 

oder 

l,n 

^y'^^c^ikQi^k^ (1) 

wo a^j » ttjt» gesetzt ist, und zwar darf, da die Form positiv sein 
soll, keine der Größen 



«in 


<hi »12 

«21 «22 


} ' ' ' 


«11 «12 • 
«21 «22 • 


• • «m 

• • «2» 


negativ sein.^) 


«nl ««2 • 


• • ««» 



1) Vgl. Z.B. E.Weh er, Algebral, §89, 2. Aufl., Braunschweig 1898. 
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Die kinetische Energie stellt sich in der Form 

2T^2^kQiQk. (2) 

dar, wo h^^ — 6^^ ist (vgl. Nr. 18 (2)). 

Die b werden im allgemeinen Funktionen der q sein; beschrän- 
ken wir uns aber auf unendlich kleine Elongationen aus der Gleich- 
gewichtslage, so dürfen wir den h diejenigen Werte beilegen, welche 
sie für die ^ » annehmen. Dann wird T eine positive quadra- 
tische Form der q mit konstanten Koeffizienten. 

Nach den Lagrangeschen Gleichungen (vgl. Nr. 19 (9)) 

' (^-n-#.lf (3) 



dq^^ ^ dt dq 

lauten also die Bewegungsgleichungen 

J'6,»8*+J'«,»«?»-0 (4) 

* k 

oder ausgeschrieben 

^lil + ^12^2 + • • • + K'^n («11 5l + «1«& + • • • + «InO 

^21 2l + hiQi + '" + ^tnQn («21 «1 + «M?2 + ' ' ' + (^nO r^\ 

^lil + ^2i/2+--- + ^«Ön («nl?l + ««2^2 + --- + ««.Ü- 

Diese Gleichungen können wir uns nach den q aufgelöst denken, 
da die Deteiminante der b nicht verschwindet; dann erhalten wir 
die Gleichungen (5) in der Form 

äl + ^11^1 + Ci2ft H + <hn9n = ö 

& + ^210^1 + ^22^2 H + <^in^n =" ^ /gx 

(Liegt z. B. nur ein Grad von Bewegungsfreiheit vor, und zwar 
die Drehung um eine Achse, und bezeichnet q den Ablenkongs- 
winkel aus der Gleichgewichtslage, so gut die Gleichung 

K'q + cq^O, {!) 

die wir bereits in Nr. 86 integriert haben. Hier ist k das Träg- 
heitsmoment bezüglich der Drehachse, c die Direktionskraft des 
Systems, d. h. dasjenige Drehmoment, das das System in die Gleich- 
gewichtslage zurückzutreiben sucht, wenn der Ablenkungswinkel 
g - 1 ist [vgl. Nr. 30 (3)].) 
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Versuchsweise setzen wir als Lösungen von (6) an 

q, = A«"', <?, = ^e'". • • • , 9„ = ^„e"' (8) 

und erhalten zur Bestimmung von l und der A die Gleichungen 

A ^21 + ^(^22 - A^) + • • • + Ä^C^^ = (9) 



Da die A nicht alle Null sein sollen, muß l^ eine Wurzel der 
Gleichung 



Cjj A , c. 



12' 



• ? 



'21 ? 



'22 



Ä , . . . , 



In 



'2« 



'«1> 



'nit 



• • • < *^/m «• "' 



==0 



(10) 



sein. Sämtliche Wurzeln dieser Gleichung, die ein Analogon in 
der für die Hauptachsentransformation von Flächen 2. Grades maß- 
gebenden Gleichung hat, sind reell und positiv. 

Setzt man eine Wurzel X^ dieser Gleichung in (9) ein, so ergeben 
sich daraus die Verhältnisse -^.j : ^g : • • • : -4^, während ein gemein- 
schaftlicher komplexer Faktor Jce*^ unbestimmt bleibt. Da nun die 
Gleichung (lO) vom n*^ Grade in A^ ist, erhält man n Systeme 
von Lösungen, von denen natürlich nur der reelle oder der imagi- 
näre Teil zu nehmen ist. So ergibt sich als allgemeinste Lösung 

ft==^AiSm(;ii^+yi) + Ä8-.42iSin(Aj^+ys,) + ... + Ä;^^„iSin(A„<+yJ 

fe=^A2sm(Xi^+yi) + Ä;2A2sin(A2^+y2) + --- + ^n^«2sin(A„^+yJ .^. 

über die Form der Lösung, falls (10) mehrere gleiche Wurzeln 
hat, vgl. man z. B. H. Weber.-^) 

Die Konstanten )ki, Äg, . . . , A;„, y^, y^» • • • ? y« ^^^ durch die 
verallgemeinerten Anfangskoordinaten und -geschwindigkeiten zu 
bestimmen 

Die Bewegung ist also charakterisiert durch die Superposition 

X 
von n einfachen Sinusschwingungen der Schwingungszahlen ^ , 

l) H. Weber, Partielle Differentialgleichungen der rncUh. Phys. 1, 
S. 147, Brannschweig 1910; Lehrbuch d. Algebra % 2. Aufl., §§ 41—42. 

Weber n. Gans: Bepert. d. Physik. I. 12 
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~- , . . . , - - , und zwar treten diese Schwingungen auf, gleich- 
gültig ob man die q oder lineare Kombinationen der q zu Ko- 
ordinaten wählt. 

Wählt man die Anfangsbedingungen speziell so, daß alle q 
bis auf eines verschwinden, also 

2i gegeben, g^ ^ ^3 = . • . = ^^^ = 
und sämtliche q verschwinden, also 

2i = ^2 = *« = 0, 

so ersieht man aus (6), daß trotzdem im allgemeinen sämtliche q 
sich zeitlich verändern werden, daß also das System nach allen 
durch die Koordinaten gekennzeichneten Bichtungen in Bewegung 
geraten wird. 

Faßt man dagegen die Größen 

in (11) für den Augenblick als Unbekannte auf und löst die Glei- 
chungen (11) nach diesen Größen auf, so werden dieselben durch 
lineare Kombinationen der q ausgedrückt. 

Führen wir für diese linearen Kombinationen neue Bezeich- 
nungen jPi , i?2 » • • • » i^n ®^^5 ^^ erhalten wir 

i?i = A'i sin (Aj t + y^) 

p^ = k^ sin (k^i + y^) .^g. 

Diese neuen Koordinaten p, die sogenannten Normalkoordi- 
naten des Systems, haben die Eigenschaft, daß jede durch eine 
ganz bestimmte der Sinusschwingungen charakterisiert ist^ und 
wenn jetzt p^ anfönglich gegeben ist, dagegen p^^^p^^ " "^p^'=^0 

und ferner ^, = P2 °^ * * ' ~ i^» ~ ^? ^^ ^^^ ™ Laufe der Zeit 
nur j?i von Null verschieden sein, während die übrigen Koordi- 
naten dauernd Null bleiben. 

Es läßt sich zeigen ^), daß man durch eine lineare Substitution 
der Koordinaten zwei quadratische Formen gleichzeitig so trans- 
formieren kann, daß nur die Quadrate der Variabein vorkommen. 



1) Vgl. z. B. 0. Hesse, Vorlestmgen über analytische Geanutrie 
des Baumes, 2. Aufl.^ Leipzig 1896, S. 256 ff. 
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Da wir es mit deüniten und positiven Formen zu tun haben, so 
sind alle Koeffizienten positiv, und zwar kann man dieselben für 
die eine Form willkürlich gleich Eins annehmen. Man kann also 
durch geeignete Wahl der Koordinaten die potentielle und die 
kinetische Energie auf die Form bringen 

2 F=^A, V = KW + ^W +■■■ + KW (13) 
Hieraus leiten sich nach (3) die Bewegungsgleichungen 



h- hPi 



Pn-- K^Pn 



(14) 



ab, aus denen die Integrale (12) folgen. 

Eine physikalische Interpretation der Koeffizienten von T und 
7 hat Zenneck^) gegeben. 

89. Gleichgewicht eines Bewegungszustandes. Die Frage, 
ob ein als möglich gefundener Bewegungszustand trotz kleiner Stö- 
rungen des Systems genähert weiter bestehen kann, oder ob die 
Störungen im Laufe der Zeit merkliche Abweichungen hervorrufen, 
läßt sich folgendermaßen mit Hilfe der Theorie der Schwingungen 
entscheiden. ^) 

Es seien q^^, g^o» • • • ? «7io5 ^lo^ ^20^ • • • » ^no ^i® generalisier- 
ten Koordinaten und Geschwindigkeiten, welche den Lagrange- 
scben Gleichungen unter gegebenen Anfangsbedingungen genügen, 
d. h. die qQ, q^ seien gegebene Funktionen der Zeit, welche die un- 
gestörte Bewegung repräsentieren. 

Wir nehmen nun an, daß alle Koordinaten und Geschwindig- 
keiten ein wenig gestört seien, setzen also 

^1 = ^10 + ^1 » ^2 = ^20 + ^2 » • • M <ln ^ inO + K 

und fassen die a;, x als unendlich kleine Größen auf, deren höhere 
Potenzen und Produkte vernachlässigt werden können. 

1) J. Zenneck, Ann. Phys. (4) 5, 1901, S. 707. 

2) Eine exakte Definition der Stabilität einer Bewegung und eine 
Kritik früherer Arbeiten über diesen Gegenstand findet sich bei 
P. Klein und A. Sommerfeld, über die Theorie des Kreisels 2 S. 342, 
Leipzig 1898. 

12* 
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Setzen wir diese Werte in die Lagrang eschen Gleichungen 
ein und machen die erlaubten Yernachlässigangen, so erhalten 
wir ein System linearer Differentialgleichungen zweiter Ord«* 
nung in den Xj deren Koeffizienten bekannte Funktionen der Zeit 
sind. Lassen sich diese Gleichungen integrieren, so erkennt man 
aus den Lösungen, ob die Störungen mit der Zeit größer und 
größer werden oder nicht. Ln letzteren Falle ist der Zustand 
stabil, im ersteren Falle ist nichts Genaueres zu sagen, da dann 
wegen der Annahme, daß die x und x unendlich klein sind, die 
Integrale nur eine beschränkte Zeit Gültigkeit haben. 

Die Integration lüßt sich immer durchführen, wenn die unge- 
störte Bewegung stationär ist Darunter wollen wir verstehen, 
daß alle in der Lagrang eschen Funktion T — F vorkommenden 
^01 ^0 ^^^ ^^^ ^^^^ unabhängig sind, d. h. daß die gewöhnlichen 
Koordinaten und die Ableitungen der zyklischen Koordinaten (die 
zyklischen Geschwindigkeiten) konstant sind. 

Dann sind nämlich die Koeffizienten in den linearen Differen- 
tialgleichungen konstant, und man erhält ein System der Form 

n n 

'^v+^O'^fi^fi+^Kfi^fi^^^ (v = l,2,....n) (2) 

welches durch den Ansatz 

X, = Hy* (3) 

gelöst wird. 

Sind alle X entweder negativ oder komplex mit negativ reellem 
Bestandteil, so ist der Zustand stabil. Sonst ist die Stabilität un- 
sicher. 

1. Beispiel: Die Kreiselbewegimg. Wir hatten in Nr. 32 ge- 
sehen, daß p ^ Pq^ 2 = 0, r = eine Lösung der Eul er sehen 
Differentialgleichungen 

Ap = {B-G)qr 

Bq = {C-Ä)rp (4) 

G' =^(Ä-B)pq 
ist. 

Wir wollen jetzt die Stabilität dieser Lösung untersuchen, 
indem wir 

P^Po + ^i^ ^="^9, r^x^ (6) 

setzen und somit aus (4) die Gleichungen erhalten 

ii=-0, Bx^ = (C'-ä)pqX^ ,gv 

Cx^ = {ä — B)pqX^. 
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Aus der ersten Gleichung (6) folgt 

x,=H„ (7) 

wo H^ eine Konstante ist. 
Setzen wir ferner 

x,-H,e'', a;, = fl,e^ (8) 

so wird 

H,Cl'-H,{Ä-B)p^. 



(9) 



Durch Multiplikation der linken und rechten Seiten dieser 
Gleichungen ergiht sich 

Die Bewegung ist nun nach (8) sicher stahil, wenn k'^ negativ 
ist, und das findet statt, wenn Ä das größte oder kleinste Haupt- 
trägheitsmoment ist. Ist Ä das mittlere Hauptträgheitsmoment, 
so läßt sich durch diese Methode der Annäherung nichts entschei- 
den. Wir hatten aber durch die Poinsotsche Methode (Nr. 32) 
gesehen, daß dann Labilität stattfindet. 

Dividiert man die Gleichungen (9) durcheinander, so folgt 

Hierdurch ist das Amplitudenverhältnis der störenden Schwin- 
gungen, die um die zwei Hauptträgheitsachsen y und e auftreten, 
bestimmt. 

Es wird, indem wir den reellen Teil von (8) nehmen und 
flj = De~'" setzen, 



, = D cos („y^^^^4^^ ^ - «) . (12) 

f = x^ ergibt sich dann ohne weitere Quadratur aus der zweiten 
Gleichung (6) zu 

r--B YcZlA'C ''° 1^0 K BÖ ^^V' 

^1, D und a bestimmen sich durch die Anfangswerte der Stö- 
nmgen. 
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2, Beispiel: Der Zentrifugalregulator. Die stationäre Bewegung 

des Zentriftigalregulators hatten wir in Nr. 71 untersucht. Nun 

wollen wir mit Routh^) die Stabilität dieser Bewegung prüfen. 

Zu dem Zwecke denken wir uns (Fig. 58) an 00' als Achse 

noch ein Schwungrad S vom Trägkeitsmoment J befestigt, das die 

trägen bewegten Massen der zu regulierenden Ma- 
schine ersetzen soll. 

Femer soll die Abweichung des Winkels Q^ vom 
Winkel a des stationären Zustandes ein Drehmoment 
um die Achse 00\ z. B. durch Betätigung der Dros- 
selklappe am Zylinder der zu regulierenden Ma- 

^ schine hervorrufen, welches bei kleinen Störungen 

der Abweichung von dem Winkel a proportional 
ist, als0 — ß(^—a) gesetzt werden kann, wo /3>0 
angenolkimen werden muß, wenn eine Begulierong 
überhaupt stattfinden soll. 

Nennen wir die ümlaufsgesch windigkeit um die Achse 00' 

qp und führen für das Trägheitsmoment ^mr^ der einen Stange OÄ 
samt der daran befestigten Kugel bez. die Bezeichnung i ein, 
so ist die kinetische Energie 

T= (J + * sin^ d>j q>^ + ^^^ (13) 

während die potentielle Energie 

V== — 2Mgs cosd^ (14) 

ist, unter M die Masse einer Stange OÄ mit Kugel, unter s den 
Abstand des Schwerpunktes der Stange und Kugel von ver- 
standen. 

Dann ergeben die Lagrang eschen Gleichungen 

^^ [(J + 2i sin^^) <p] « - ß{^ - a) 

2i'6^ — tsin2^g)2=- — 2Mgssia^. 

Im stationären Zustand ist 

gp =• ö) , '0' = a, (16) 

wo nach der zweiten Gleichung (15), wie wir auch früher gefunden 



1) E. J. Bouth, Die Dynamik der Systeme starrer Körper, deutsch 
von A. Schepp, 2, Leipzig 1898, S. 81. 
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hatten, die Beziehung 



(oleosa«-.-- (17) 



Mgs 

besteht. 

Setzen wir 

qp = w + a?! , ^ = a + iCg' (18) 



(19) 



in die Gleichungen (15) ein, so erhalten wir 

{J + 2i sin^a)ii + 2*0) m\.2(x,x^ + ßx^ = 

iCg — w sm 2 a • iCj = (w ^ cos 2 a ^^ cos a) x^ , 

und wenn wir 

X't — ~ •'LJCi C , •Co — "^-^S 

setzen, so folgt durch Elimination des Verhältnisses — aus den 
beiden Gleichungen (19) die Gleichung dritten Grades für l 

(^.+sin»«);i»+w2sin2a[^ + l + 3cos2a]A+~f sin2a-:0. (20) 

Diese Gleichung hat, da alle Koeffizienten > und der von 
^ gleich Null ist, eine reelle negative und zwei komplex konju- 
gierte Wurzeln mit positiv reellem Bestandteil, so daß sich die 
Wurzeln mit Berücksichtigung des Umstandes, daß ihre Summe 
Null ist, in der Form 

^ = — 2i9, A3-»i) + gi, A3=i? — gi (21) 

ergeben, x^ z. B. läßt sich also in der Form 

x^ =^ H^^e-^P* + H^^€PUos(qt-'y) (22) 

schreiben. 

Der Mechanismus ist also keineswegs sicher stabil. Sobald man 
aber Vorrichtungen anbringt, die die auftretenden Schwingungen 
stark genug dämpfen, so ist die Stabilität dadurch garantiert.^) 

90. Variierte Systeme.^) Ein materielles System mit der po- 
tentiellen und kinetischen Energie in der Form der Gleichungen 
(13) Nr. 88, aus welchen die Gleichungen Nr. 88 (14) folgen, 
werde ein wenig verändert, so daß 2F und 2T die allgemeinen 
Formen Nr. 88 (l) und (2) haben, welche anstatt der Bewegungs- 
gleichungen Nr. 88 (14) solche von der Form Nr. 88 (11) ergeben. 

. 1) E. J. Routh 1. c. 

2) Während im vorigen Paragraphen Änderungen im Bewegtmgs- 
sustande betrachtet wurden, wollen wir uns jetzt mit einer Modifika- 
tion des materiellen Systems beschäftigen. 
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Fassen wir die Änderungen als unendlich klein auf, so sind 
die Größen 

^11 ^1 > ^IJ > • • • J ^1 n 

2 



^21 » ^22 ^2 » • • • ' ^! 



2n 



^«1 > ^Ji2 > • • • > ^wn ^« 



unendlich kleine Größen, deren höhere Potenzen und Produkte 
man vernachlässigen kann. 

Lösungen der Gleichungen Nr. 88 (6) werden in der Nr. 88 (8) 
entsprechenden Form 

angesetzt und liefern die Nr. 88 (9) analogen Gleichungen 

(<, *=l,2,...,n) 

Hierbei sind die Ä^^ mit verschiedenen Indizes auch unend- 
lich klein. 

Fassen wir zunächst eine Gleichung ins Auge, in der « » A; ist, 
so folgt aus dieser, daß bis auf Größen höherer Ordnung 

^» = c„ (3) 

sein muß. Dagegen ergibt sich aus einer Gleichung mit verschie- 
denen i, k 

Ak (^u - ^i') + Ai<^ki = , (4) 

also 

^ik ^ki ^ki 



^ii ^ii — ^kk h ^i 



t ) 



k 



(5) 



wenn man auf der rechten Seite c^^ durch den Näherungswert X/ 
und Cj^j^ durch ^^* ersetzt. 

(3) und (5) ergeben also die varrierten Schwingungszahlen 
resp. die Amplitudenverhältnisse, die in Nr. 88 (11) einzusetzen 
sind. ^) 

91. Koppelung. Wir hatten in Nr. 88 gesehen, daß man 
durch Einführung von Normalkoordinaten p, d. h. von linearen 
Kombinationen der generalisierten Koordinaten q die Bewegungs- 
gleichungen wesentlich vereinfachen kann, da dieselben dann nicht 
mehr simultan sind. Das kam aber darauf hinaus, daß durch Ein- 



1) Vgl. Lord Rayleigh, Theorie des Schalls § 90. 
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fÜhrung dieser linearen Kombinationen die kinetische und die po- 
tentielle Energie gleichzeitig in zwei Formen verwandelt werden, 
die nur noch Quadrate, aber keine Produkte der Variablen mehr 
enthalten. 

Durch Integration der Bewegungsgleichungen für die Normal- 
koordinaten findet man diese als einfache Sinusfunktionen. Nun 
ist es aber häufig von Interesse, die q zu kennen, da diese eine 
einfache physikalische Bedeutung haben. 

Aus den p lassen sich die q zwar als lineare Kombinationen 
berechnen, wir wollen aber direkt die für die q gültigen Gleichungen 
aufstellen und integrieren, weil wir dabei einen tieferen Einblick 
in den Mechanismus schwingender Systeme bekommen. 

Wir betrachten speziell ein System von zwei Freiheitsgraden 
und nehmen der Einfachheit halber an, daß die kinetische Energie 
nnr Quadrate der Koordinaten enthält, sich also durch 

2T = q,* + q,* (1) 

ausdrückt, während die potentielle Energie die allgemeine Fprm 

27 = v,'q,^ + v,^g,^ + 2v,,q,q, (2) 

hat. 

Dann lauten die Bewegungsgleichungen 

^2 + V^2 + ^12^1 = ö- 

Aus diesen Gleichungen ersehen wir, daß die zeitiiche Ände- 
rang von q^ auch von g^ abhängt, und umgekehrt; d. h. die beiden 
durch q^ und q^ charakterisierten Freiheitsgrade sind miteinander 
gekoppelt. 

Vj ist die zyklische Schwingungszahl (= 2 Ttn^) des ersten Frei- 
beitsgrades, falls keine Koppelung vorhanden ist (vjj ^ 0)] v^ hat 
dieselbe Bedeutung für den zweiten Freiheitsgrad. 

Wir führen noch die Bezeichnungen 

ein und können demgemäß die Gleichungen (3) 

h + ^9^2 + '^2^2^9'l = 

schreiben. 



(3') 
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Wir setzen ein Integral von (3') in der Form 

9i =• C'ie'"*, g, = C,e''" (5) 

an und erhalten aus (3') die beiden Gleichungen 

Multiplizieren wir die linken und rechten Seiten von (6) mit- 
einander, so ergibt sich die Gleichung für die zyklische Schwin- 
gungszabl n 

(n^ - V,') (n' - V,«) = 9,», v,W, (7) 

während wir durch Division für das Amplitudenverhältnis mit 
Berücksichtigung von (4) 

[cj - iT^^Tv ^^> 

erhalten. 

Gleichung (7) ergibt für n^ die beiden Lösungen 






(9) 



n'» = 



2 2 

sodaß 

^1 "^ ^1 ^^s (^^ ~" ") ? Q'a = ^2 cos {nt — a) 

eine Lösung von (3') ist. Hier sind Gi und a ganz willkürlich, 
während sich Cg aus (8) bestimmt.^) 
Ebenfalls ist aber auch 

q^ == C/j' cos (n't — cc') , q^' = Oj' cos (n't — a') 

eine Lösung, wenn wiederum C^^ und a' willkürlich gewählt wer- 
den, und O2' sich aus (8) berechnet, natürlich, nachdem man dort 
rechts n' statt n eingeführt hat. 

Die allgemeinste Lösung ist dann 

^1 =" ^1 cos (nt — a) + (7/ cos (n't — «') , >, 

?2 "^ ^2 cos (nt — a) + Cj' cos (n't — a) . 

Die Schwingung jeden Freiheitsgrades besteht nach (lO) also 
aus der Superposition zweier einfach harmonischer Schwingungen 
verschiedener Schwingungsdauem. 

1) Um das Vorzeichen von 0, richtig zu erhalten, wird man eine 
der Gleichungen (6) heranziehen. 
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Sind die Eigenscbwingungszaliien ohne Koppelung v^ und v^ 
ziemlich verschieden, so daß v^^ — v^ groß gegen v^v^ ist, und 
ist der „Koppelungskoeffizient" 



^=y^i^8 . (11) 

eine kleine Zahl, oder ist, wie man sich ausdrückt, die Koppelung 
lose, so nimmt (9) den Wert an 



(12) 



n'^ = vo^ - 



2 ~r,«-i;,» 



Durch die Koppelung werden also beide Eigenschwingungs- 
dauern verändert, und zwar wird die größere größer, die kleinere 
kleiner, und wir können (10) so deuten, daß jeder Freiheitsgrad 
seine (durch die Koppelung modifizierte) Eigenschwingung und eine 
erzwungene Schwingung mit der Schwingungsdauer des anderen 
Freiheitsgrades ausführt. 

Nach (8) wird für jede Partialschwingung die Amplitude in 
dem System größer sein, für welches die Schwingungszahl mehr 
mit der freien Schwingung des ungekoppelten Systems überein- 
stimmt. 

Waren die beiden Ereiheitsgrade ohne Koppelung in Eesonanz 
(vj =»1/2=« v), so wird nach (9) 

n2 = v2(l + 0) 

Durch die Koppelung treten also in jedem System zwei Schwin- 
gungen auf, deren Frequenzen um so mehr voneinander verschie- 
den sind, je fester die Koppelung ist. 

Die Amplituden werden nach (8) einander gleich, aber nach 
(6) und (13) wird C^ « Cj = C, jedoch C/ - - C^ - C, so daß 



^1 = öcos(vyi +^1 — 0) + C'cos(i/l/l — '9'f — «') . 

32« Coos(vyi +&t--a) — 0'cos(i/>/l — -Ö-^ — a') 

wu-d. 

Bei extrem loser Koppelung wird 

W = v(l + y), «'=v(l-y); (lö) 

^e beiden Schwingungszahlen unterscheiden sich nur wenig von- 
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einander, und es treten Schwebungen (vgl. Nr. 81) ein, und zwar ist 
die Anzahl pro Sekunde um so geringer, je loser die Koppelung ist. 
Ist ferner der Anfangszustand so gewählt, daß (7 «= (7' und 
a «= a' ist, so erhält man 



«• 



^1 = 2 C cos V —t cos (yt — a) 



» 



ö'j = — 2 C sin V -— < sin (yt — a) , 



(16) 



^Z'^^Z'^^^^^^^^^C^^^^^^^^^^^^i'Z^. 




d. h. die Amplitude ist im einen System ein Maximum, wenn sie 
im anderen Null ist, es findet also eine dauernde Energieüber- 
tragung vom einen aufs andere System statt 
Ausführlicher ist die Theorie der Kop- 
pelung behandelt von M. Wien^). 

Demonstrieren lassen sich die Phäno- 
mene der Koppelung, wie z. B. die Schwe- 
bungen und die Energiependelung mit Hilfe 
der Oberbeckschen Pendel (Fig. 59). Das 

6 sind zwei nebeneinander in derselben Ebene 

Fig. 59. r\ schwingende Pendel, die etwa durch einen 
Faden, an dem ein kleines Gewicht hängt, 
miteinander gekoppelt sind. 
Aus (14) folgt 

-p^ = ^±^ = Q cos (v VTf^ t - a) 
^3 = ^-^ = 0'cos(i/l/ir=^^ - a) . 

Die halbe Summe und die halbe Differenz der beiden Koordi- 
naten q^ und q^ sind hier also als Normalkoordinaten anzusehen. 
Diese haben, wie wir eingangs dieser Nummer erwähnten, im all- 
gemeinen nicht eine so anschauliche Bedeutung wie die q selbst. 

Im Falle der Oberbeckschen Pendel würde ^^ die Bewegung 
des Schwerpunktes, 'p^ die relative Bewegung des einen Pendels 
gegen das andere beschreiben. 

92. Unendlich kleine gedämpfte Schwingungen. Die in 

Nr. 86 behandelte Theorie der unendlich kleinen Schwingungen 
leidet an einer Un Vollständigkeit: sie gibt nicht Rechenschaft 
darüber, daß ein in Schwingungen versetztes System schließlich 
zur Euhe kommt. 



1) M. Wien, Ann, Phys. u. Chem, 61, 1897, p. 161. 
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Der Grand dieser Dämpfang ist die Beibang an den umgeben- 
den Luftteilchen, in Achsenlagem usw« 

In vielen Fällen kann man die Erscheinungen beschreibeuj 
wenD man eine Beibungskraft einfahrt, die der Geschwindigkeit 
proportional und ihr entgegen gerichtet ist. 

Besonders gilt das, wenn die Beibungskräfte und die Ampli- 
taden der Schwingungen klein sind, und wenn der schwingende 
Körper solche Symmetrie besitzt, daß die Luftreibung beim Hin- 
ond Eückweg dieselbe ist. 

Demnach können wir ansetzen 

mx = — ax — px oder mi + j?i + aa? = 0, (1) 

p heißt die Dämpfungskonstante. 

Wir integrieren diese Gleichung versuchsweise durch 

x^e^K (2) 

Dann muß X der Gleichung 

mX^+pX + a^O (3) 

genügen, welche die beiden Wurzeln X^ und X^ hat, nämlich 

Die allgemeinste Lösung von (l) ist dann 

x^ C^e^^*+ C^e^K (5) 

Wir unterscheiden jetzt drei Fälle, je nachdem — ^ (2 ) ^^^* 

1. FaM ^ > (^\ , d. h. der FaU kleiner Beibung. 
Dann schreiben wir besser (4) in der komplexen Form 



^ 2m 



^~ 2m 



^±'>T-(/s)* w 



Natürlich hat nur der reelle oder der imaginäre Teil von (5) fiir 
sich physikalische Bedeutung, und wir finden die Lösung 



..,-Äv.»y'-:-(^)*<+A-i/i-(ö"'i (') 

oder 



p_ 

X = Äe 2w» 



'^{n-&+']- ('•) 
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Wir haben es also mit einer gedämpften Schwingung zu tun 
(vgl. Nr. 78 (7)). Die Eonstanten Ä und a bestimmen sich aus 
den Anfangsbedingungen. 

Die Schwingungsdauer 



V m \2w/ 



ist stets größer als die Schwingungsdauer Tq desselben ungedämpft 
gedachten Systems, denn es ist 

T* To' 47r«\2w/' W 

doch kommt, wie wir aus (9) sehen, der Einfluß der Dämpfung, 
falls diese sehr klein ist, erst in zweiter Ordnung in Betracht. 
Das logarithmische Dekrement ist (vgl. Nr. 78) 

A^^T. (10) 

Durch Messung der Schwingungsdauer und des logarithmischen 
Dekrements^) kann man also die beiden Konstanten der Differen- 
tialgleichung - - imd — bestimmen, welche Aufschluß über die 

potentielle Energie des Systems in bestimmter Lage sowie über 
die Reibungskräfte geben. 

Da wir es hier mit einer (gedämpft) periodischen Bewegung 
zu tun haben, heißt dieser erste Fall auch der periodische Zustand. 

OL / D \ ' D 

2. Fäll — "^ Wj • ^^^ — S^^^ gcJ^ug? so werden die beiden 

Wurzeln X in (4) reell, und zwar beide negativ. Wir erhalten 
die Lösung in der Form (5). Dieser Fall heißt der aperiodische 

Zustand, da die Geschwindigkeit nur einmal — zur Zeit t^ — 

die 
ihr Zeichen wechseln kann, nämlich wenn :rr = ist. Das findet 

at 

aber statt zur Zeit 

y \2w/ m 2m ^ V \2m/ m 



1) Vgl. F. Kohlrausch, Lehrlmch der prakt. Phys. 11. Aufl., 
Leipzig und Berlin 1910, § 26 und 27. 
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3. Fad: Ist (s^j = — , so liegt der aperiodische Grenzzusta/nd 

vor. In diesem Falle ergibt (4) nur einen Wert für -4, also haben 
wir auch nur ein partikulares Integral. Das vollständige Integral 
stellt sich dann in der Form 

a; = (Ci+C,<)e (12) 

dar, welche auch keine periodische Bewegung repräsentiert. 
93. Der ballistisohe Ausschlag. Von Interesse sind die 

Losungen, wenn zur Zeit < = a; = ist und -jr =^ G vorge- 
schrieben ist, d. h. wenn das System einen plötzlichen Impuls be- 
kommt. (Impuls ist mit Bewegungsgröße identisch, die in Nr. 8 
definiert ist.) 
Setzen wir^) 

2]/aw ^ 



6 == 



p 



so entspricht a > 1 dem periodischen, f < 1 dem aperiodischen 
Fall, 6 » 1 dem aperiodischen Grenzzustand, und es ist im ersten 
Falle 

T=T,-yA^, ^«^-1_. (2> 

d X 

Die Integration der Differentialgleichung zeigt, daß 37 == C> 
wird, d. h. daß die Umkehr zur Zeit 

ii = -i,k nat F(e) ■ T, (3) 

stattfindet, wo 

arc tg |/e2 - 1 

ist. Der erste Ausdruck hat im aperiodischen Falle, der zweite 
im periodischen Falle reelle Form. ^) Kurve I in Fig. 60 stellt 

hr als Funktion von b dar. 

1) Vgl. Robertson, The Electrician il , p. 17, 1901; H.Dießel- 
liorst, Ann. Phys. 9, 1902, p. 458 und die Tabelle 29 in Kohlrausch, 
Lehrbuch d. prcSct. Physik 11. Aufl., Leipzig und Berlin 1910. 
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Definiert man als Bückkehrzeit t^ die Zeit, die erforderlich 
ist, damit der Eratausschlag x^ bis auf — seines Betrages zurück- 
geht Dnd dieser Betrag nicht mehr Überschritten wird, so findet 
— man, daß t^ als Funktion von t sich nach 

Dießelhorst so darstellt, wie Kurve II es 
verdeutlicht, in der -jt als Ordinate auf- 
getragen ist, d.h. die ßückkehrzelt ist wesent- 
lich am kleinsten in der Nähe von £ = 1, 
P^ ^ also im aperiodischen Qrenzfall. Deshalb 

wird man, wenn möglich, ein ballistisches 
Instnunent, um schnell arbeiten zu können, stets so konstroiereo, 
daß dieser Fall vorliegt. 

Den ersten Ausschl^ erhält man, wenn man f, aus (3) in das 
Integral einsetzt. Es ergibt sich 

».-■^-fW- (5) 



Fl.) 



3 Funktion, die für die Theorie b&llistisGlier Galvano- 



meter von Interesse ist, ist in Kurve III gezeichnet. 

Man kann also nach (5) durch Beobachtung des ersten Aus- 
schlags den Impuls bestimmen, der auf das System gewirkt bat, 
falls man die Schwingungsdauer des ungedämpften Systems und 
das logarithmische Dekrement kennt. 

94. Die Haltiplikatiolumethode und die Znrüokwei- 
fongsmet^ode. Sind die Impulse sehr klein, so ist es vorteil- 
haft, sie regelmäßig zu wiederholen. Dadurch entsteht eine Be- 
wegung, die schließlich konstant wird. Auch kann man im kon- 
stanten Endzustand beliebig häufig ablesen und so die Genauigkeit 
vermehren. 

1. Die MuUipWtatUmsmethode. Man erteile dem schwingenden 
System einen Impuls J; dadurch verl&fit es die Gleichgewichtslage 
und kehrt zurück. Im Moment des Passierens der Gleichgewichts- 
lage, also nach einer halben Schwingung, erteilt man den zweiten 
Impuls nach der entgegengesetsten Bichtung, der die vorhandene 
Bewegung vermehrt usf. Die Schwingungen werden schlieBlicb 
konstante Amplituden bekommen, wenn der Impuls gerade an Be- 
wegungsgröQe ersetzt, was durch Reibung auf einer halben Schwin- 
gung verloren gegangen ist. 

Dieser konstante Grenzwert des Ausschlags soll berechnet 
werden. Ist im stationären Endzustand die Geschwindigkeit, nach- 
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dem der Impuls erteilt ist, in der Gleichgewichtslage Vq^ so ist 
sie beim nächsten Passieren der Gleichgewichtslage nach Nr. 92 (7') 

VqC ^"* . Dazu kommt durch den neuen Impuls der Geschwindig- 
keitszuwachs — , also muß 



sein, d. h. 



p 


H — = V, 




J 


4f —^ - - 


m 


^0 

1 


— e *"' 



(1) 



Ein mit der AnfangsgeschvTindigkeitt;^ begabtes System erfährt 
nach Nr. 93 (5) den Ausschlag 

^1 - -2^ n^) - — 7 — -T^ 1 W 

27tm\l-'e ^'" ) 

wo F(s) durch den zweiten Ausdruck Nr. 93 (4) gegeben ist. 

Der Ausschlag wird also um so größer, je kleiner die Dämpfung 
ist, aber dann dauert es auch länger, bis Konstanz der Schwingungen 
eintritt. 

Nach (2) verhalten sich ferner zwei Impulse wie die dazu ge- 
hörigen endgültigen Ausschläge. 

Wenn man nur Impulse nach einer Richtung erteilen kann, 
wie etwa beim Anstoßen einer Schaukel, so muß man eine ganze 
Schwingungsdauer abwarten. Dann verändert sich Formel (2) in- 

__ ^ rp " rp 

sofern, als c ^"' anstatt e *"' im Nenner auftritt. 

2. Die 2^miickwerfu/ngsmeOiode, Man erteile dem System einen 
Impuls. Wenn nach Ablauf emer ganzen Periode das System wieder 
durch die Gleichgewichtslage kommt, erteile man den Impuls nach 
der entgegengesetzten Richtung. Hierdurch tritt eine plötzliche 
Umkehr der Schwingung, sogenannte Zurückwerfung ein, und wenn 
schHeßlich der Vorgang stationär geworden ist, wird er durch 
Fig. 61 1) dargestellt. 



1) Vgl. F. Kohlrausch, Lehrbuch der prakt Phys.y 11. Aufl., 
Leipzig u. Berlin 1910, § 110. 

Weber u. Gans: Bepert. d. Physik. I. 13 
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Es treten also abwechselnd große und kleine Ausschläge a 
und b ein. Offenbar ist 

. "i^'' (3) 

d. h. es ergibt sich aus der Methode auch das Dämpfungsverhaltnis. 
Femer muß 

T -/-^ 

v^e = Vq 



sein, also 



i;« = 



\l + e «-'') 



(4) 



woraus nach Nr. 03 (5) 

2xm\l+e ^"* / 

und nach (3) auch h folgt. 

Durch Beobachtung von a oder b läßt sich also der Impuls 

bestimmen. ^) 

Wenn die Zeitdauer t des Impulses nicht Yollständig gegen 

die Schwingungsdauer Tq des schwingenden Systems zu vernach- 
lässigen ist, so tritt eine Korrektion am Ausschlag ein, die 

^^ aber von zweiter Ordnung bezüglich ^ ist. Ebenso werden 

bei den beiden zuletzt be- 
schriebenen Beobachtungs- 
methoden die 
► / Ausschläge nur 
umGrößen zwei- 
ter Ordnung in 

-^ gefälscht, 

falls d" die Zeitdifferenz zwischen dem wirklich erteilten und dem 
rechtzeitig erteilten Impuls angibt. Dies wurde zuerst von Dorn'), 
später unter allgemeineren Voraussetzungen von Dießelhorst ) 
nachgewiesen. 




1) Wilh. Weber, Abh. d. sächsischen Ges. d. Wiss, 1, 841, 185« 
Werke 8, 438 und 441, 1893. 

2) P. Dorn, Wied. Ann. 17, 664, 1882. 

3) H. Dießelhorst, Ann, Fhys. 9, 712, 1902. 
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Handelt es sich bei den vorigen Betrachtungen um Drehungen 
um eine Achse (Torsionsschwingungen), so bedeutet x den Winkel, 
um den das System aus der Gleichgewichtslage tordiert ist, und 
w ist durch das Trägheitsmoment K zu ersetzen. Unter J ist dann 
der Drehimpuls, unter v die Winkelgeschwindigkeit zu verstehen. 

95. Dämpfung bei mehreren Freiheitsgraden. Wenn die 
Dämpfungskräfte, die auf ein schwingendes System von mehreren 
Freiheitsgraden wirken, den Geschwindigkeiten proportional sind, 
so können sie in der Form 



I 

! nx "ix"! ":ix''ii "nx'^n 



\lx ~~ ~~ '^Ix^l ~" *^2*^2 • • • — ^nx^t 

fly = — ^lyk - '^%yk '^nyVn (l) 

L = — >^1,^1 — >^2, ^2 ^nz K 

usw. 
dargestellt werden oder die Arbeit der Beibungskräfte in der Form 

Dieser Ausdruck läßt sich aber in allgemeinen Koordinaten 
schreiben. 

Führen wir mit Lord Eayleigh^) die Zerstreuungs- oder 
Dissipationsfunktion, d. h. die in der Zeiteinheit vergeudete Energie, 
ein, so lautet dieselbe in allgemeinen Koordinaten 

2F=2e,A%. (3) 

WO e^j = Bj^^ ist, und die virtuelle Arbeit der Beibungskräfte 

Die Lagr an gesehen Gleichungen in der zweiten Form lauten 
also 

dt dqi dqi d^i ^ ^ 

Für unendlich kleine Schwingungen ist aber 

2 r=22a,^qiQ, vgl Nr. 88 (l) 
2 T=22K m, vgl. Nr. 88 (2) 
^F=22eiJ,q, vgl (3). 
1) Lord Rayleigh, London. Proc. Math. Soc. 4, June 1878. 
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Man kann nun durch Einfohning Yon Normalkoordinaten p 
V und T, aher im allgemeinen nicht gleichzeitig F auf die Summe 
von Quadraten reduzieren, also setzen 

2F= X^W + X,W + ■■■ + KW , j,,.33 (13) 

aber es wird sein 

2^=^c,.p^„ (6) 



• X 



also lauten die Bewegnngsgleichungen 

Pi + K^Pi + ^iiPi + <^iiP% + 
h + h^Pt + ^iPi + ^t%P% + 





(7) 


+ c^. = o. 


('*.='-) 



Pn + K*Pn+^nlPl + <^^P^ + ' ' 

Wenn anfänglich alle Koordinaten Null sind und nur die Ge- 
schwindigkeit in Richtung von einer Koordinate von Null yer- 
schieden ist, werden durch die Reibungskräfte doch Bewegungen 
in Richtung der anderen Koordinaten auftreten, außer wenn in- 
folge gewisser Symmetrien der Form einige Cf^ verschwinden. 
Diese Beeinflussung der Bewegung erfolgt nach einem Ausdrucke 
von M. Wien^) durch „Reibungskoppelung^. 

Die Integration läßt sich bewerkstelligen, indem man 

ansetzt und genau wie früher verföhrt. 

96. Einwirkung äußerer Kräfte; Resonanz. Wirkt außer 
der rücktreibenden inneren Kraft und der Reibungskraft noch eine 
äußere Kraft /*, die wir als gegebene Zeitfunktion annehmen wollen, 
so lautet die Bewegungsgleichung 

mi -{- pi + ax = f(t) . (l) 

Aus der Form der Gleichung folgt: Hat man ein beliebiges 
partikulares Integral von (l) gefunden, so kann man hierzu noch 
das allgemeine Integral der homogen gemachten Gleichimg 

m'x •{- pi + ax = (2) 

addieren. Die Summe wird auch ein Integral der Gleichung (l) 
sein, und zwar das allgemeinste, da zwei willkürliche Konstanten 

1) M. Wien, Ann. Fhys. u. Chem. 61, 1897, S. 161. 
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in ihm enthalten sind; d. h. der durch, die äußere Kraft erzwungenen 
Schwingung überlagert sich im allgemeinen eine freie Schwingung 
des Systems. 

Ist y eine Lösung der Gleichung 

'my +piß + ay = g(t), (3) 

80 ist 2; -f y eine Lösung der Gleichung 

^(ä + y)+ P{x + y) + a{x + y) = f(t) + g(t) , (4) 

d. h. die Bewegungen der Einzelkräfte superponieren sich einfach. 
Gleichung (2) habe die partikularen Integrale ^^(^) und ^^(t)^ 
die nach Nr. 92 bekannt sind, dann ist das allgemeinste Integral 
von (l) 

t 

=^=ß-^Mr)^,{t)-^{r)i,{t)]^^^^+cMt) + o,m, (5) 



wo 

bedeutet. 

Anstatt der unteren Grenze Null im Integral kann jede be- 
liebige andere Konstante gewählt werden.^) 

Diese Integrationsmethode könnten wir auch auf periodische 
Kräfte anwenden, doch werden wir diese besser nach dem Fourier- 
schen Satze in Sinusschwingungen zerlegen, die wir einzeln in 
die rechte Seite von (l) einsetzen können. Dann lautet die Be- 
wegungsgleichung 

mx -{- px + ax == C cos (27cvt + y). (6) 

X ist also der reelle Teil des Integrals z von 

mi + p'z + az = Cc^'^'^'+y'. (7) 

Wir setzen z in der Form an 

z = Äe^""*''. (8) 

Bann hat Ä der Gleichung zu genügen 

— m4n*v^ -\- p2niv -{- a^ ^ ' 



1) Vgl. z. B. fl. Weber, Partielle Differentialgleichungen 1, 6. Aufl., 
Brannschweig 1910, S. 166. * 
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oder, indem wir die Schwingungszahl der freien (ungedämpft ge- 
dachten) Schwingung n^ einführen, also 

; - ^«w (10) 

setzen, 



A-. ^J^ .. (11) 



29rm 
Für den komplexen Nenner setzen wir 



V-''* + f-- = -ffe'', (12) 



d.h. 



2r = T/(V-v*)^ + (^)*, tgx = --/^ ^.(13) 



So wird 






oder 

Dies ist die erzwungene Schwingung. Dazu kommt das allge- 
meine Integral von (2), die sogenannte freie Schwingung; also ist 
das allgemeinste Integral 

p 
x=^ ^-^-^ cos {27tvt + y — k) + Be""^ \os{27tnt + ß), (15) 

wo 



n 



2n V m \2m/ 



ist (vgl. Nr. 92 (7')). 

Der zweite Term in (15) enthält zwei willkürliche Konstanten, 
ermöglicht es also, x jedem Anfangszustand anzupassen; dieser 
zweite Term verschwindet aber allmählich infolge der Dämpfung. 
Sind n und v annähernd gleich, so werden anfönglich durch das 
Zusammenwirken der freien und der erzwungenen Schwingung 
Schwebungen auftreten. 

Die erzwungene Schwingung hat dieselbe Schwingimgszahl 
wie die äußere Kraft. Die Amplitude der erregten Schwingung 
ist der erregenden Kraft direkt und ^ umgekehrt proportional. 
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Bei kleiner Dämpfung darf man K durch n^ — v* ersetzen, 
solange nicht n^ nahe gleich v ist. Umgekehrt, ist n^ nahezu 
gleich V, so darf man hei nicht zu kleiner Dämpfung K durch 

a — ersetzen. Ist n^ = v, d. h. im Falle der Resonanz, ist K= ~ — , 

also die Amplitude der erregten Schwingung — - - der Dämpfung 

umgekehrt proportional und von der Masse ganz unabhängig. 

Ist p klein, so kann also infolge von Resonanz die Amplitude 
sehr groß werden. 

Für jP = und «q = v wird das Integral sinnlos. Dann ist, 
wie leicht durch Substitution ersichtlich, 

X = y-^ t sin (27tvt + y) . (16) 

Hierdurch ist eine Schwingung von dauernd größer werdender 
Amplitude dargestellt, die also nur das Anfangsstadium der Be- 
wegung beschreiben kann; schließlich darf auch die kleinste 
Dämpfung im Resonanzfalle nicht mehr vernachlässigt werden. 

Denken wir uns die elastische Kraft des Systems und damit 
a und also tIq variabel, so wird die Amplitude 

C 



4.w-)/(^-.)-+(,-y 

Funktion von Wq. 

Mit Zenneck^) tragen wir — als Abszisse, das Verhältnis der 

Amplitude x zur Maximalamplitude Xq (die für — = 1 stattfindet) 



als Ordinate auf, d. h. wenn wir noch - — = s setzen, 



m -■)■+■• 



Funktion von — ^« Diese Kurve heißt eine Resonanzkurve, 

welche die Form einer der Kurven der Fig. 62 hat. Kurve I ent- 
spricht kleiner, Kurve 11 größerer Dämpfung. Definieren wir mit 



1) J. Zenneck, Elektromagn. Schwingungen %md drahtlose Tele- 
graphie, Stattgart 1905, S. 671. 
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Zenneck^) als Schärfe der Besonane die Erammnng im Gipfel 
der Knrve, so finden wir for diese 

-i = s (17) 

Tragen wir dagegen die wirklichen Amplituden als Funktion von 

— ^ auf, so ergibt sich das Bild der Fig. 63. 

Etwas anders liegen die Verhältnisse, wenn man sich nicht n^, 
sondern v als variabel vorstellt. Dann wird, wie (13) zeigt-, die 
Maximalamplitude nicht genau für n^ = v eintreten.^) 




no 




Fig. 6S. 



n. 



Eine kleine Abweichung der Größe — ^ von 1, d. h. eine kleine 

Verstimmung verkleinert bei kleiner Dämpfung die Amplitude ver- 
hältnismäßig schon sehr viel, dagegen ist bei Besonanz die Am- 
plitude des schwach gedämpften Systems die bei weitem größere 
als bei stark gedämpftem System. 

Man kann also ein schwingendes System sehr empfindlich 
machen für Kräfte einer bestimmten Periode, indem man das 
System durch Veränderung von a oder m auf diese Periode ab- 
stimmt. Andrerseits kann aber eine kräftige Bewegung infolge 
von ungewollt auftretenden Besonanzerscheinungen auch geföhr- 
lich werden. Z. B. dürfen Soldaten nicht iin Tritt über eine un- 
sichere Brücke gehen, da das Tempo des Marsches eventuell mit 
der Eigenschwingung der Brücke zusammenfallen könnte; auch 
die Wellenbewegung im Wasser kann in Besonanz sein mit der 



1) Vgl. Anm. S. 199. 

2) Vgl. E. Budde, Verh. d. deutsch, phys. Ges., 1911, S. 121. 
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Eigenschwingung eines Schiffes um seine Gleichgewichtslage, und 
so zu heftigem Schwanken Anlaß geben. Femer ist es passiert, 
daß die Wellen von Schiffsschrauben, die in Resonanz mit dem 
Gang der Maschine waren, gebrochen sind. 

Wie (14) zeigt, ist die Phase der Bewegung auch gegen die 
der erregenden Kraft um x verzögert, und zwar liegt x nach (12) 

stets zwischen und jr. Für Wq > v liegt % zwischen und — , 

für «Q < 1/ zwischen — und tt; für w« = v ist x =«= — , d. h. die 

Erregung ein Maximum, wenn die Bewegung ein Minimum ist, 
und umgekehrt. 

97. Schwingungen endlicher Amplitude. Bezeichnet x 
eine allgemeine Koordinate eines Systems mit einem Freiheits- 
grade und x = die stabile Gleichgewichtslage, so drückt sich 
die kinetische Energie folgendermaßen aus 

Femer nehmen wir an, daß die geleistete Arbeit bei der Yer- 
ruckung dx sich durch die Potenzreihe 

d'A = (a^a? + n^x^ + a^x^ + • • •)da;. (ai<o) (2) 

darstellen lasse. 

Durch die Substitution 

X 

l^fVE{x)dx (3) 



geht 2 T in die Form (-3 j über. Für Translationen oder Dre- 
hungen eines starren Körpers ist E eine Konstante, nämlich die 
Masse resp. das Trägheitsmoment bezüglich der Drehachse. 

Nach dem Energieprinzip können wir also die Bewegungs- 
gleichung in der Form 

mx = a^x + a^x^ + a^x^ + • • • (4) 

schreiben, wo die Koeffizienten a eine andere Bedeutung als in (2) 
haben und wir den Buchstaben x wieder anstatt | geschrieben 
haben. Setzen wir 

so wird 

.^*^ 4- <r = — ^' x^ — -'- a;^ f6^ 
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Das Integral der lebendigen Kraft ergibt 

/da;\' , o ,8 2 a,« 2 a. - ,_>, 

(57) + ^ =" -Y5f^*-T5f^ -•••• (7) 

Die Integrationskonstante c bedeutet den Wert von dxjdt' für a;==0; 

d. h. die Geschwindigkeit im Nullpunkte ist cy — ajm. 

Die Umkehrpunkte o? « c (c > 0) und a? ~ c (c < 0) ergeben 
sich aus (7) durch Potenzentwicklung, indem man in (7) dx/dt''^ 
und X =^ c resp. c setzt, als 

3 a^ LI8 \a^/ 4 a^ J .^^ 

3 Oj L18 \ai/ 4 a^J 

(8) drückt also die Ausschläge nach beiden Seiten als Funktion 
der Anfangsgeschwindigkeit aus. 

Ebenso folgt durch Umkehrung der Eeihen 

^ ^^ 3 a,"" \l8a,« 4 a J ^ ^ ,^. 

_ 2 a, o 4 /aj\* « , 

(9) gibt die Geschwindigkeit im Nullpunkt als Funktion des einen 
Maximalausschlags, sowie den einen Maximalausschlag als Funk- 
tion des anderen. 

(8) zeigt, daß die Summe der beiden Ausschläge c -^ c den 

Unsymmetriefaktor der potentiellen Energie ~ gibt, während die 

dl 



Differenz 

c — c 



- '-+ [Ä ©■- 1 g '■■ 



dann — berechnen läßt. 

Sind die Anfangsbedingungen 

für^'=0 a; = c, ^^"^ = 0, (10) 

so läßt sich X in der Form 

X = C9i(0 + cVaCO + c'^sCO ^ • • • (11) 

darstellen, und wegen (10) ist 



1 
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(12) 



<)Pi(0) = 1, 9j<0) = 0, 93(0) = 0, . . . 
9>i(0) = 0, 9)a(0) = 0, 93(0) = 0, . . . , 

wo (p eine Abkürzimg für ^-rr bedeuten soll. 

Substituiert man (11) in (6), so erhält man die Differential- 
gleichungen 

9^1 + 9i = 

9>i+(Ps ^ ^ ^1 9^2 "" 5;^ ^1 ' 

die unter Berücksichtigung von (12) die Integrale liefern 
(Pi = cos t' 

9i= - ^ (3 — 2 cos^'— cos 2^') 

Zur Zeit ^'=00 sei ,^7 wieder Null, es sei also 

at 

9^1 W + ^9^a(«>) + c*9^8W H == Ö> 

voraus, wenn man co = tt + * setzt und £ nach Potenzen von c 
entwickelt, 

folgt. Die Schwingungsdauer, die von der Amplitude abhängt, 
ist also 

Ebenso folgt die Zeit, die das System braucht, um von der 
Äußersten Elongation c in den Nullpunkt zu kommen. 



2 



y Ol 1 2 3 Ol 



+["(se)'-Ä?)-i '?)>'!. (") 
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während die Zeit, die das System braucht, um vom Nullpunkt bis 
zur anderen äußersten Elongation c zu gelangen, 



T, _ T--T, l/_^ {iL 4. 1 f* 
2 2 y «1 l 2 "^ 3 ai 



C 
* 3 a.\ . 2 



+ [- (i (?) - n ?) + 1 m «') (") 

beträgt. 

Substituiert man in (6) 

u^-- i\ (19) 

SO erhält man die Gleichung 

- -, -7-^ + X =- ^x^ * ic' . . . , (20) 

die die Lösung in der Form 

X = 1/^1 (w)c + tf^^{u)c^ + %(u)c^ H (21) 

gibt. 

Die Größen i|; bestimmen sich, wenn die Bedingungen (10) 
auch jetzt gelten und man (15) berücksichtigt, zu 

ipi == cos u 

t|;o = — — — (3 —- 2 cos w — cos 2t*) 

^^ 6 »1 ^ ^ (22) 

woraus in anderer Anordnung schließlich 

wird. Hier ist 

u^^yi'^t, (24) 

wo 00 durch (15) gegeben ist. 



X 
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Wir dürfen, um anderen Anfangsbedingungen gerecht zu werden, 
zn u noch eine beliebige Phasenkonstante a addieren und haben 
dann in c und a die Integrationskonstanten des Problems. 

Bei kräftigeren Amplituden wird also die Periode verändert, 
und harmonische Oberschwingungen werden zwangsweise mit her- 
vorgerufen. 

Obige Ausführungen stammen von Horn^); es konnten nicht 
alle Einzelheiten und Feinheiten der Hörn sehen Arbeit hier re- 
produziert werden. Die Methode ist von ihm auf Systeme mit 
mehreren Freiheitsgraden ausgedehnt worden^), auch Dämpfung 
wurde mit berücksichtigt und die Theorie auf konkrete Fälle an- 
gewandt.*) Körte weg*) hat bereits früher, aber ohne Konvergenz- 
beweis, Gleichung (23) abgeleitet. 

Beobachtungen über diese Frage liegen vor von F. Bicharz 
und P. Schulze^), P. Schulze«), F. A. Schulze^); die Formeln 
von F. A. Schulze') sind aber unvollständig, da durchweg a^ 
vernachlässigt ist, was, wie aus (16), (17), (18), (23) erhellt, 
nicht angängig ist. Allerdings wurde von Eichhorn®) gezeigt, 
daß die von Richarz und Schulze begangenen Vernachlässigungen 
in manchen Fällen nichts Merkliches ausmachen. Braun^) hat nur 
den häufig vorkommenden Fall symmetrischer Schwingungen theo- 
retisch behandelt, d. h. er hat a^ — gesetzt; auch Seh er ing^^) be- 
schäftigte sich mit der Frage im Hinblick auf die Theorie des balli- 
stischen Galvanometers; Hartmann-Kempf*^) behandelt theore- 
tisch und experimentell den Einfluß der Amplitude auf die Tonhöhe 
und das Dekrement bei akustischen Problemen. 

98. Erzwungene Sohwingungen endlioher Amplitude. 
Schließlich mögen noch erzwungene Schwingungen von endlicher 
Amplitude behandelt werden. 



1) J. Hörn, Z. f. Math. u. Phys. 47, 1902, S. 400; 49, 1903, S. 246. 

2) Ebenda 48, 1903, S. 400. 3) Ebenda 52, 1905, S. 1. 

4) Korteweg, Ärch neerl (2) 1, 1897, S. 229; E. J. Routh, Die 
Dynamik der Systeme starrer Körper^ deutsche Ausgabe 2, Leipzig 1 898, 
S. 268 ff. und LordRayleigh, Die TJieorie d. SchaUSt deutsche Ausg. 1, 
1880, § 67 wenden die Methode der sukzessiven Approximation an. 

6) F. Richarz und P. Schulze, Ärch. neerl. (2) 6, 1901; Ann. 
Phys. (4)8, 1902, S. 348. 

6) P. Schulze, Diss. Greifswald, 1901; Ann. Phys. 8, 1902, S.714. 

7) P. A. Schulze, Ann. Phys. 9, 1902, S. 1111. 

8) F. Eichhorn, Diss. Marburg, 1909. 

9) F. Braun, Pogg. Ann. Phys. u. Chem. 151, S. 61 u. 250, 1874. 

10) K. Schering, Wied. Ann. 9, 1880, S. 462. 

11) R. Hartmann-Kempf, Ann. Phys. (4) 13, 1904, S. 124; Diss. 
Würzburg 1903. 
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Die Bewegungsgleichung lautet unter der Annahme einer un- 
symmetrischen Direktionskraft 

^,^ + a; = - J ^ ^ + 2 A sin ( 2 .r V ^ + «,) , ( 1 ) 



wo f'^ty — ajm und t'= xY — a^/m bedeutet, unter t die Pe- 
riode der äußeren Kraft verstanden. Die Schwingungszahlen der 
erregenden Partialschwingungen sind also v/z' je nach dem Werte 
von V, der gerade auftritt. 
Wir setzen an 

^ -2a<pM +22 A^, y,^(0 • (2) 

Dann gelten für die g) die Gleichungen 



>T + 9» = sin (27CV— , + a^ 



dt 



<i'Vvu . a. 



(3) 



-aj-r + 9,^ = - ^ -P.V^ ■ 

Die Lösung der ersten Gleichung (3) ist aber 

9, -t sin (2nvy, + «,) 

1—4«*-,-= 



W 



SO daß 9? der Gleichung 



VfJ. 






'"■('—;:)('— f5 



(5) 
{ cos [27r(v - ^) ^ + a^— aj— cos ^27t(v + (i) -^ + «, + «Jj 

zu genügen hat, die 



9Pyit = 



a. 



/^ 2ai 



(i_4„.^^)(i_4«.j-;) 



1 r~ ^' ~i 



(6) 



als Integral ergibt. 
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Es treten also außer den Schwingungen der erregenden Kraft 
auch noch die (6) entsprechenden Differenz- und Sfimmations- 
schwingtmgen auf.^) 



Zweites Buch. 

Mechanik kontinuierliclier Medien. 

A. Elastizität. 

Kapitel I. 

Kinematik und allgemeine Dynamik deformierbarer 

Medien. 

99. Zerlegung eines beliebigen Vektors. Zunächst möge 
der für die Kinematik kontinuierlicher Medien wichtige Satz der 
Vektoranalysis bewiesen werden, daß ein Vektor eindeutig gegeben 
ist, wenn seine Divergenz und seine Rotation gegeben sind und er 

im Unendlichen wie -^ verschwindet. 

Sei U im Eaume S eine stetige Funktion mit endlichen ersten 
und zweiten Differentialquotienten, so folgt aus Nr. 63 (8'), wenn 
dort F=s ü" gesetzt wird, 

jgrad« üdS = A^^^ da - JUA UdS. (l) 

Der gegebene Vektor heiße 21. Wir nehmen an, es existiere 
noch ein anderer Vektor Sl', der denselben Bedingungen wie 81 
genügt, dann würde 

$8 « gi - 31' (2) 

den Bedingungen genügen 

div » = (3) 

rot 35 = 0, (4) 

und S5 verschwände im Unendlichen wie —^* (5) 

1) Lord Bayleigh, Die Theorie des Schalles, deutsche Ausgabe, 
Braunschweig 1880, 1, § 68; Helmholtz, Pogg. Ann. Fhys. Chem. 9», 
S.618f., 1866. 
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Wegen (4) dürfen wir 

» = grad U (6) 

setzen; dann wird aus (3) 

Ai7=0 (7) 

und wegen (5) ist im Unendlichen CT «= wie — • 

Also folgt aus (l), wenn wir die Gleichung auf den unend- 
lichen Eaum anwenden, 

f{gmdi^ü)d8==0, (8) 

und da der Integrand wesentlich positiv ist, nach (6) 

93 = 0, d.h. 91 = 2t'. (9) 

Nachdem wir den Eindeutigkeitsbeweis geführt haben, wollen 
wir 9t wirklich darstellen. 
Es sei gegeben 

div9l = 47t^ (10) 

rot9l = 47r3; (11) 

dann folgt aus (11), daß ^ nicht willkürlich ist, sondern der Be- 
schränkung 

div3 = (12) 

unterliegt. 

Wir setzen 

9l = «i + 8t„ (13) 

div9ti=47r^ (14) 

rot 9ti = (15) 

div9l3=0 (16) 

rot9t2=47r3 (17) 

sein, d. h. wir zerlegen 9t in einen Potentialvektor Sl^ und einen 
Solenoidalvektor 9t2. 

Wegen (15) können wir 

%, = - grad U (18) 

setzen, und aus (14) folgt dann 

AU-=-4:7tQ. (19) 



und es möge 
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Ein Integral dieser Gleichung ist (vgl. Nr. 63 (13)) 

(20) 



U=f^ dS 



U^fJ^äS (21) 

und ivegen (18) 

Sr, ^ gr^J-^ dS. (22) 

Der Index p am Gradientzeichen bedeutet, daß die Di£Peren- 
tiation nach den Koordinaten des Aufpunktes, die in r vorkommen, 
ausgeführt werden soll, während in divSl^^ die laufenden Koordi- 
naten des Baumes S vorkommen. 

Um Stj zu bestimmen, setzen wir 

2lj = rot » , (23) 

wodurch (16) befriedigt ist. Wegen (17) ist dann 

rotrota3 = 47r3 (24) 

oder 

graddiv© — A» « An^. (25) 

Versuchsweise nehmen wir 

div ö = (26) 

an; dann wird aus (25) 

Ag5 = -47r3, (27) 

woraus nach Nr. 63 (13) 

^=l^d8 (28) 

folgt. 

(28) ist eine Lösung von (25) oder (24), wenn noch die Gül- 
tigkeit von (26) gezeigt werden kann. Das soll jetzt geschehen. 

Nach (28) ist 

div S =ydiv^ (|-) dS ==J(2, grad^ y) dS 

= -J(3, grad^D^-^, (29) 

wenn q den Quellpunkt bedeutet. Denn es ist 

grady y grad^ — • (30) 

Weber o. Gans: Bepert. d. Physik. L 14 
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Durch partielle Integration wird aus (29) 

div 95 - -Jdiv^ (I) dS +f^ dS, 



(31) 



oder, wenn wir den Gauß sehen Satz auf den ersten Term rechts 
anwenden, 



div» 



^J^^a+f^dS. 



(32) 



Da aber 21 im Unendlichen wie — = verschwinden soll, so ver- 

schwindet 3 ^^tc^ (H) wie — j- Andrerseits gilt (12), also ist 

nach (32) tatsächlich 

(33) 



diva5==o. 

93 heißt das Vektorpoteniial^ und es ist nach (23) 

8f, = rotj'^ dS 



d.h. 



■ä 



^ _ grad„ f^^ dS + roi T^ dS. 



■(34) 



(35) 



Da infolge des Eindeutigkeitsbeweises nur eme Lösung für S 
möglich ist, stellt (35) die Lösung dar. 

100. Verschiebungen eines starren Körpers. Wir betrach- 
ten die Drehung eines staiTen Körpers um eine Achse mit der 
momentanen Winkelgeschwindigkeit ro. 

Vom Anfangspunkte des Vektors Xo ziehen wir den 
? Eadiusvektor r nach einem beliebigen Punkte p des Körpers 
(vgl. Fig. 64); dann ist die Geschwindigkeit ö von p 




[W,t], 



(1) 



denn die Richtung von D ist senkrecht zur Ebene, die durch 
to und r bestimmt ist, und der absolute Wert von ist 



Fig. 64. Q 



ü| = |to!lr|sin(tp,r) =ln)i-^. 



(2) 



WO q den Abstand des Punktes jp von der Drehachse bedeutet. 

Hat der starre Körper außerdem noch eine Translationsge- 
schwindigkeit Öq, so ist 

t) = t)o + [n>,r]. (3) 
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Um die Drehgeschwindigkeit tu durch die Translationsgeschwin- 
digkeit t) auszudrücken, bilden wir die rot von (3) 

rot ü = rot [m, r] = m div r — (tt), grad) r . (4) 

Ist der Koordinatenursprung, so hat t die Komponenten 
a;,y, j5; also ist divr = 3; (to, grad)r = lü, folglich 

rotö = 2lü. (5) 

Die BotaMon der Translationsgeschwindiglceit ist gleich der dop- 
pdien Brehgeschwindigkeit 

Da to für den ganzen Körper konstant ist, so folgt aus (l) 

div T) = div [tu, r] = (r, rot ttj) — (tu, rot r) = . (6) 

101. Deformationen. Ist ferner in einem Medium ein vom 
Ort abhängiger Geschwindigkeitsvektor gegeben, dessen Divergenz 
nicht verschwindet, während seine Rotation Null ist, so wissen 
wir aus dem Vorigen, daß die Teilchen des Mediums nicht rotieren. 

Nun stellt aber /ö^dtf das Volumen Materie dar, welches 

mehr aus dem Eaume 8 mit der Oberfläche a in der Zeiteinheit 
herauskonmit als hineingeht. Es müssen also Dilatationen statt- 
finden, und da nach dem G au ß sehen Satze 

JdiYt)'dS=ß)^da (1) 

ist, so bedeutet div t) die in der Zeiteinheit erfolgte Volumdilata- 
tion der Volumeinheit. 

Die Zusammensetzung der beiden Verschiebungen, der Rota- 
tion und der Dehnung, ist also die allgemeinste Verschiebung, die 
ein Teil eines kontinuierlichen Mediums erleiden kann, wenn wir 
von einer gemeinsamen Translation absehen. 

Bezeichnet df einen Verschiebungsvektor, der Funktion des 
Orts sein kann, so können wir die Verschiebungen in der Nähe 
des Koordinatenursprungs nach dem Taylor sehen Satze folgender- 
maßen darstellen: 

öx = 8x, + -^~ dx + y- dy + -j^dz 

^y-^y. + '4iäx + \'-ydy + ^fd. (2) 

14* 
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Nun stellt 

>^" - e,. + |[(g - '^-) ..- (^ - '-§}} ..] (3) 

nach Nr. 100 (3) und (5) die Verschiebung des als starr gedachten 
Körpers dar, also wird df — Jf(^)== df^^^ die Deformation des Kör- 
pers repräsentieren, und df^^^ hat die Komponenten 

'^" = T (%- + to " + 1 ^» + i (^ + Hi) ■" w 

Die Deformation ist also durch die 6 Größen 

_d9x _d9y _^dSz 



dx ' ^y dy ' * dz 
1 ßSy , däe\ 1 /ddz , dSx\ ,.x 

gegeben. Anstatt öx, öy, dz werden wir auch gelegentlich u^, 
Uy, VLg schreiben. 

Die Länge des LinicDelements vor der Verschiebung ist ds^ 
und zwar ist 

ds^ = dx^ + dy^ + dz^. 

Nach der Verschiebung ist 

(d.+*,i.)'-jd.(.+»^+.,^'+,,.'^i' 
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Hieraus folgt 



»ds 
ds 




dx* 

''"ds* 


+ 2«, 


dx 
ds 


dy 
ds 




+ 


dy* 
^nds* 


+ 2y. 


dy 

ds 


dz 
ds 




+ 


dz* 


+ 2«, 


dz 


dx 

dQ 



(7) 



Dieser Ausdruck ist schon seiner Bedeutung nach bezüglich 
einer Eoordinatentransformation invariant. 

Man konstruiere in einem orthogonalen Koordinatensystem die 
Fläche zweiter Ordnung 

^x^^ + yy + ^y + ^y.yz + ± i . (8) 

Sie hat ihr Zentrum im Eoordinatenursprung. Das obere oder 
untere Zeichen möge Gültigkeit haben, je nachdem die Fläche mit 
dem positiven oder negativen Vorzeichen reell wird. 

Diese Fläche heißt das DüatationselUpsoid. Es wird auch dann so 
genannt, wenn es kein Ellipsoid, sondern etwa ein Hyperboloid ist. 

Eine Eoordinatentransformation, die durch das Schema 
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z' 
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«1 


«» 


«J 


y 


ßl 


P* 


p. 
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71 


r» 


7s 



gegeben ist, führt die Fläche (8) in 

x':^x'' + yi'i' + zW^ + 2y;3^'/+ . . . « ± 1 (9) 

ftber, wo 

Äx'=- ai*a?a: + ftVy + 7i^^» + ^/^lyi^, + '^yxCi^üx + ^ti^ß^Xy 
yi'^cc^^x^+ß^\ + y^^z, + 2ß^y^y, + 2y^a^Zai + ^^c^ß^Xy 

«»' = 0f8*«* + ßi^yy + y^^z + "^ß^y^y* + 273«»^« + ^asft^y 
y; - ^a^Xx + ß^ß^yy + y^y^z^ + {p^y^ + ß^y^y» 

+ (y2«8 + y8«2)^« + («2/^8 + «8ft)^y (lö) 

+ (ra «1 + yi «^8) ^* + («8 ß\ + «1 ß^^y 
h' = «lajiTa, + A ß^yy + yi/a^x + (ft y^ + i^jyi)^, 

+ (yi«2 + y2«i)^* + («1 A + ^^ß^xy 
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ist, wenn 

ist, wie man sich leicht durch eine Eoordinatentransformation 
überzeugen kann, 
umgekehrt gilt 

Xx === a^^Xx' + cc^^yi' + oL^Zz' + 2 ofj «8^*' + 2 «8 «1 ^«' + 2 «1 Og ay 
yy = ft*a:;'+ ft V + A'^^ + 2^2/3s2/*' + ^Mx^'^ + "^^ih^ 
^» = yi*^*' + 7%y^ + y^^'z- + 2 y^y^y»' + 2^8 yi^^ + 2yi y^ay 

+ (ftyi + PiyzV-'^ ißiy% + ftn)^/ (n) 

+ (ys«! + yi^s)^^ + (yi«8 + y««i)^y' 

Die Deformationsgrößen transformieren sich also, wie die Qua- 
drate und Produkte der Koordinaten a?*, y*, j5*, ye, zx^ xy. 

Größen mit dieser Eigenschaft heißen nach Voigt^) Tensoren. 

Durch geeignete Wahl der a, ß, y läßt sich die Fläche zweiter 
Ordnung (8) auf ihre Hauptachsen transformieren; dann wird 

x^x^-^y'^y'^'^z'^z'^^l. (12) 

Die Größen y^ usw. sind also in diesem Koordinatensystem 
Null, somit lautet Gleichung (4) einfach 

ox 

öy^^^ - ^ äy^ 
Sz^ii) ^ -^ dz\ 

cz ' 

und es bedeutet in diesem neuen System xle^ die Dehnung der 
Längeneinheit, die parallel der oi; '-Achse liegt-, ebenso sind y'^ und 
Zz' die Dehnungen von Längeneinheiten, die parallel der y'- resp. 
j? '-Achse liegen. 

1) W. Voigt, Die fundamentalen physikalischen JEigenschaften der 
Kristdüe, Leipzig 1897. 
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Somit ist 



däx' , diy' , die' 

de' 



divdf = ^^:^+^ + 



(13) 



die vom Koordinatensystem unabhängige Düatation der Volumen- 
einheit. 

In der folgenden Tabelle findet man die Koordinaten von drei 
Eckpunkten des Elementarparallelepipeds mit den Kanten ^a;, dy^ 
de^ dessen eine Ecke der Koordinatenursprung ist, nach der Ver- 
schiebung 



' Punkt dXy 0, 


0,dy,0 


0,0, dz 


o;- Koordinate 
y- Koordinate 
j? -Koordinate 


ox 
d8e , 


dix, 

-^ — dy 
dy 


däx j 
dz ^' 



Daraus folgt z. B. für den Bichtungskosinus zweier Kanten des 
Parallelepipeds nach der Verschiebung 



cos {ds^, ds,) -jf + y- 



usw. 



(14) 



Damit ist die geometrische Bedeutung der 6 Deformations- 
größen gegeben. 

Gleitungen oder Achsenwinkeländerungen. ^) 

102. Spannungen. Das Dmckellipsoid. Es kommt häufig 
der Fall vor, daß die Kräfte sich als Wechselwirkungen zwischen 
onmittelbar benachbarten Teilchen eines kontinuierlichen Mediums 
darstellen lassen, d. h. daß die auf das Volumelement dS wirkende 
Kraft \dS ersetzbar ist durch Flächenkräfte oder Spannungen, das 
sind Kräfte, die auf die Oberfläche da von dS wirken. 

Berühren sieh zwei Volumelemente in der Fläche da ^ so mögen 
sie Kräfte aufeinander ausüben, die dem Beaktionsprinzip genügen 
und da proportional sind. 

Nennen wir die eine Normalenrichtung von da willkürlich +w, 
so möge das auf der Seite der positiven Normalen liegende Volum- 



1) Saint-Venant, Liouvüles Journal, 1863, S. 260, t>62. 
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element auf das zur Seite der negativen Normalen liegende die 
Kraft n^da ausüben. 

Durch diese Spannung U soll die Volumkraft 'fdS ersetzbar 
sein, auch wenn das Yolumelement als starrer Körper frei beweg- 
lich wäre, d. h. es müssen die Translationskräfte und die Dreh- 
momente der Spannungen mit denen der Volumkräfte identisch sein. 

Grenzen wir zunächst als Volumelement dS 
ein unendlich kleines rechtwinkliges Tetraeder 
(Fig. 65) in dem Medium ab, dessen Katheten- 
flächen den Koordinatenebenen resp. parallel 
sind, und dessen Hypotenusenfläche d a die äußere 
Normale n hat, so muß 

** lds^n„j0-n,jo-n^jif-n,,dc, (i) 

Pig. 66. 

sein. Hier bedeutet der erste Index an II die 

Bichtung der positiven Normalen der Fläche, auf die JT wirkt, der 

zweite Index die Komponente der Kraft. 

Da aber 

d6^'== de cos (n, x) usw. (2) 

ist, so folgt 

^äS^ [J7„^— JI^,cos(w,a?) — J7y^cos(w,y) - 17,^ cos (w,)^)] da. (3) 

Nennt man die auf der Hypotenusenfläche senkrechte Höhe 

der Pyramide Ä, so ist dS =' - da. Substituiert man diesen Wert 

in (3), so hebt sich da^ und wenn h kleiner und kleiner wird, so 
nähert sich die linke Seite der Null, also muß 

^nx = -"ara: ^OS (flx) + 11^^ COS {ny) + H,^ COS {fiz) 

und ebenso 

^ny ^ ^xy ^os {nx) + U^^ COS (ny) + 77,y COS {nz) 

^^ ( 4 ) 

^nz = ^xz COS {nx) + Jly, COS {fiy) + JT,, cos {nz) 
sein. 

Die Oberflächenkräfte auf eine beliebige Fläche sind also bekannt, 

wenn man sie für die den Koordinatenebenen parallelen Flächen kennt 

Zweitens wählen wir als Volimielement dS ein unendlich kleines 

Parallelepiped, dessen Kanten parallel den Koordinatenachsen liegen. 

Die o;- Komponenten sämtlicher Oberflächenspannungen sind 

-{^xx)xäyd^ + iPxX^äxdy^^ \ 

-{n^Xdzdx + {n^,)^^,^dzdx -/^^^^ ■ ^^«'^ • ^^"^ 

-{njjxdy + {n,,),^,,dxdy , 



(dllxx , dHyx , dUsxX jo 
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Da diese Größe gleich ^g^dS sein muß, so ergibt sich die erst« 
der folgenden Gleichungen 

c dTIxz , dTIyx , dTIzx 

'« "" dx "^ ~Yy "^ ~dT~ 

^9-^ dx '^ dy '^"dlT W 

'' W "^ ~dy~ "^ TT ' 

Daß die 9 Größen JI, die in (5) vorkommen, nicht alle von- 
einander unabhängig sind, erkennt man, wenn man die Dreh- 
momente bezüglich der Koordinatenachsen büdet. 

Es ist 

5R,^Ä = (yf, - ^g ds ^2{yTi,. - ^nj da. (6) 

Die Snmme der rechten Seite, über die 6 Flächen des soeben be- 
trachteten Parallelepipeds erstreckt, ergibt 



'■{-'{yny,—^ny^)y+(yny—fin^y\+ay}^^^^ 
\-'{yn,.-^nzy\+{yn,z-^n»y)s^dA^^^y 



(dllxy . dllyy . dTIzy\ 

+ {ny,'-n,^)ds. (7) 



dS 



Setzen wir andrerseits die Werte für f und f, aus (ö) in (6) 
ein, so ergibt der Vergleich mit der soeben gewonnenen Gleichung 

und ebenso folgt 

^»x ^^x. 

Der Druck auf eine beliebige Fläche ist also durch die drei 
Normalspannungen IIxxi ^yy^ ^zz und die drei Tangentialspan- 
nungen 77^«, 77« a,, 71^^$^ gegeben. Die 77 haben die Eigenschaft 
eines Tensors, transformieren sich also wie ein solcher (vgl. Nr. 101). 

Der Druck auf eine beliebige Fläche ist nach (4) eine lineare 
Vektorfunktion 

WO n^ den Einheitsvektor in Richtung von n bedeutet. 
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Die Oberfläche 

+ ^n^^zx + ^n^yxy - ± 1 (10) 

ist eine Fläche zweiter Ordnung. Wir wählen wieder wie auch 
beim Dilatationsellipsoid rechts das Vorzeichen so, daß die Fläche 
reell wird. Sie heißt das DmckeUipsoid ^ auch wenn die Fläche 
kein Ellipsoid ist. 

Durch Drehung des Koordinatensystems kann man dasselbe 
auf die Hauptachsen beziehen 

n^^x'' + iiyyy'' + n,'^z'^ = ± 1 . (11) 

ITy«', JTy'y', Ilg'g' heißen die Hauptdrucke. Auf Flächen, die senk- 
recht zu den Hauptachsen des Druckellipsoids stehen, wirken nur 
normale, keine tangentiale Spannungen.^) 

Legen wir in einem beliebigen Punkte F des Druckellipsoids (10) 
die Tangentialebene an dasselbe, deren laufende Koordinaten £, 17, t 
heißen mögen, so lautet ihre Gleichung 

+ {n,^x + n,^y + n„z)t = i. (12) 

Die Normale n vom Koordinatenursprung 
auf die Tangentialebene hat also Bichtnngs- 
Fig. 66. kosinus, die sich wie 

{nxxx+n^yy+n:czfi)\{ny^x+nyyy+nygz)i{ngxx+ngyy+n,ji) 




oder, wenn wir durch OP =^ r (vgl. Fig. 66) dividieren, wie 



n 'TT '11 



verhalten (vgl. (4)). 17^ hat also die durch n gegebene Bichtung. 
Die Länge OQ des Lots ist ^, wo 

5,_ 1 

^ "" {nxxx-^iixpy+nxzzy+(nyxx+nyyy+nygz)*+(n,xx-{-ngyy+nut)** 



1) Als zweites Druckeliipsoid wird auch die Fläche 

IIx'x' Ily'y' Ilz'i' 

neben Gleichung (11) eingeführt. 
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d.h. 

TT = 



"r-i. (13) 



also ist auch die Größe von 17^ bestimmt, und es läßt sich somit 
mit Hülfe des Druckellipsoids zu jedem Fläch enelement der Druck 
nach Größe und Eichtung geometrisch konstruieren. 

103. Die Arbeit der Druckkräfte. Das elastische Poten- 
tial. Wirken die Spannungen 17 im Innern eines Körpers, so ist 
die von denselben bei einer virtuellen Verschiebung geleistete Arbeit 
(vgl. Nr. 102 (5)) 

•^'^ =/( fff + '-fy- + -fi) <^- + • • • H^- (1) 

Durch partielle Integration und Berücksichtigung von Nr. 102 (4) 
folgt 

+/(n_«»+n,«»+ii.J»)««. (2) 

Betrachten wir den unendlichen Baum, an dessen Grenzen die 
Spannungen bereits Null geworden sein mögen, so geht (2) in 

ddx ddy ddz 



>'Ä—f[n.J^+n„{^+n.. 



dz 



über. 

Vollkommen elastische Körper heißen solche, bei denen sich 
die Arbeit als Abnahme seines elastischen Potentials Sl berechnet. 
Bei ihnen geht kein Teil der Energie in andere Energiearten, wie 
Wärme über, es ist also das elastische Potential eine eindeutige 
Funktion der Deformationsgrößen. 

Setzen wir das Potential im undeformierten Zustande^ der ein 
stabiler Gleichgewichtszustand ist, gleich Null, so muß Sl in erster 
Annäherung eine wesentlich positive quadratische Form der De- 
formationsgrößen sein. 

Nennen wir das auf die Volumeinheit bezogene Potential od, 
80 können wir demnach setzen 
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2» - Oiia;,* + a„y/ + a„a.* + a^^y* + 055«,* + a^x^* 

d. h. die elastisclie Energie^) hSngt im allgemeinsten Falle, im 
sogenannten triklinen System, von 21 Eonstanten a ab, und es ist 

S'Ä dfadS SSi. (4) 

Aus dieser Gleichung, zusammen mit (2'), ergeben sich die 
Drucke, und zwar als lineare Funktionen der Deformationsgrößen 

^«c= ^ = «it«» + «i»y, + «18«. + «i^y, + «16«» + «16«, 

O TT «» (^^ 

Hat der im allgemeinen krystallinische Körper Symmetrie- 
eigenschaften, so vermindert sich die Zahl der 21 Eonstanten o. 

1. Ist nur die ajy -Ebene Symmetrieebene (monokline Kry- 
stalle), so darf sich nichts andern bei Vertauschung von js mit — 0^ 
also muB 

«14 = «15 =* «24 = «25 = «34 = «86 =- «46 == «56 = <> (^) 

sein; es bleiben also 13 Eonstanten übrig, und es wird 

+ "^^x^H^Vy + «18^* + Oie^y) + 2yy(a83^, + a^^x^ (7) 

2. Ist außerdem noch die ^;e? -Ebene Symmetrieebene (rhom- 
bische Erystalle), so darf sich nichts ändern bei Vertauschung 
von X mit — ic, also ist 

«16 = «26 = «86 =^«45 ==0» (®) 

1) Das elastische Potential wurde eingeführt von Green, Cambr. 
Fhü. Trans. 7, 1842, S. 121; W. Thomson, QuaH, joum. tiwlh. 1, 
1867, p. 57; G. Kirchhoff, Grelles Journ. f. Math. 66, 1869, S. 290. 
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es bleiben also 9 Konstanten übrig, und es wird 

« 

Es ergibt sich aus o), daß dann auch die jS^o; -Ebene in elastischer 
Beziehung Sjnunetrieebene ist. 

3. Die beiden Symmetrieebenen yz und zx sollen gleichwertig 
sein (tetragonale Krystalle), d. h. die Vertauschung von x und y 
darf nichts ausmachen, also muß 

sein, es bleiben somit 6 Eonstanten übrig, und es wird 
2(0 - a,^(xj + y/) + a^z; + a^(y^^ + zj) + a^^x/ 

Bei den Krystallen dieser Klasse ist also die ;? -Achse eine vier- 
zählige Symmetrieachse (eine Drehung um 2 7c/4 = 90® um dieselbe 
verändert co nicht) und die a? -Achse eine zweizählige Symmetrie- 
achse (eine Drehung um 2 7t/ 2 = 180® um dieselbe ändert od nicht). 
Es gibt aber auch tetragonale Krystalle, bei denen zwar die 
i? -Achse eine vierzählige, die ü? -Achse aber keine zweizählige Sym- 
metrieachse ist. Für diese gilt 

2« « a^^(xj + yj^) + a^^zj" + a^{y,^ + zj) + «ee^/ ,^^^ 

+ '^^x^^nVy + ^^z^niP^x + yy) + ^^y^lfii^x — 2/y) • 

Hier sind also noch 7 Konstanten vorhanden. 

4. Alle Symmetrieebenen sind vertauschbar (reguläre Kry- 
stalle). Die Vertauschung von x mit z in (11) muß also mög- 
lich sein; das ergibt 

«11 = «83 1 «44 =" «66 1 «12 = «13 • (^2) 

Ss bleiben also 3 Konstanten übrig, und es wird 

2«» - «uCV + y; + ^.*) + «a(y/ + V + O 

5. Alle Bichtungen sind gleichwertig (isotrope Körper). In 
(13) bleibt bei einer Koordinatentransformation von selbst sowohl 
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«a» + ^y + ^* als auch y/ + z^ + x^ — (a;,^^ + a;,^, + y^O in- 
variant, also miiB noch 

iö44+«i2— «ii^-ö (14) 

sein, so daß wir schließlich zwei voneinander unabhängige Kon- 
stanten übrig behalten. 
Es wird so 

2« « a^^{x^ + ^y + ^,)^ + "^{a^^ — «12) IVt + ^x* + ^y 
und somit 

^xx =• («11 - «12) ^x + «12 ® » ^y. = («11 - «12) y, 

nyy = («n - «12) yy + «12 ö, J^«, = Kl - «12) ^X (16) 

n,, = («11 ~ «12) ^, + «12 ® 7 ^xy - («11 - «12) ^y » 
WO 

ist. 

Für Flüssigkeiten ist auch noch a^^ » a^g? ^^ ^^ß für diese 

n^a& (16') 

gilt, wenn wir den allseitig gleichen Druck 11^^ = 11^^ = 11^^^ 11 
und den Kompressionsmodul a^^ "= « setzen, l/a heißt die Kom- 
pressibUität. 

Löst man (16) nach den Deformationsgrößen auf, so erhält man 

^x==i{^xx~f*(^yy + ^J}» y.==^-^y. 
y-ii^yy-f^i^s^+nj}, Z,^^n„ (18) 



wenn 



jgT ^ («11 — «1«) («11 + 2 flu) ^ «4« . __ ^19) 

gesetzt ist. 

Daraus ergibt sich umgekehrt 






E heißt der Elastizitätsmodul oder Elastizit&tskoefGzient, ju das 
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Verhältnis der Querkontration zur Längendilatation, denn wenn 
z. B. nur 27^^ existiert, ist 

Die elastische Energiedichte eines isotropen Körpers lautet 
nach (15) und (20) in E und |[t 

Damit co eine wesentlich positive Form ist, muß (i<^^ sein. 
Die von P o i s s o n gemachten molekulartheoretischen Voraus- 
setzungen, die darauf schließen ließen, daß f* = |- ist, haben sich 
an der Erfahrung nicht bestätigt; man muß E und ii als empi- 
risch gegebene Eonstanten auffassen. 

6. Das hexagonale System ist dadurch charakterisiert, daß die 
a;^ -Ebene Symmetrieebene ist, und daß die ;e^ -Achse eine sechszählige 
Synmietrieachse ist, d. h. eine Drehung des Koordinatensystems um 
60® um die j? -Achse darf die Form von co nicht verändern. 

Führen wir also in dem Ausdruck (7) für w, in welchem die 
Symmetrieeigenschaft der a;^ -Ebene bereits berücksichtigt ist, die 
Koordinatentransformation aus, die einer Drehung um 60® um die 
;? -Achse entspricht, so muß dabei co invariant bleiben. 

Dieser Koordinatentransformation entsprechen aber folgende 
Werte für die Richtungskosinus der gedrehten Koordinatenachsen 
gegen das neue System (vgl. das Transformationsschema in Nr. lOl) 

«1 === i> 0^2 = — i/3 , cc^^O 

^1 = 1/3, ß,^i, ft = 

Setzt man diese Werte in Nr.lOl(ll), und diese Formeln dann 
in (7) ein, so sind die Bedingungen der Invarianz von co 

^16 "^ ^26 ^^ ^36 ^^ ^45 "^ ^? 

SO daß in od noch 5 Konstanten übrig bleiben und wir 

2a) = a^^(xj + y/) 4- «33^/ + «44(y,^ + O + «66^/ 

+ (2 «11- »66)^x2^$, + ^^lÄ^x + 2/y)^, (24) 

erhalten. 
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4 

7. Das rhomboedrische System schließlich ist dadurch ge- 
kennzeichnet, daß die o^jei -Ebene Symmetrieebene ist, und daß die 
jS -Achse eine dreizählige Symmetrieachse ist, d. h. weder eine Ver- 
tauschung von y mit — y, noch eine Drehimg des Koordinaten- 
systems um 120® um die ;? -Achse darf die Form von co verändern. 

Daraus ergibt sich in analoger Weise wie bisher folgende 
Form für w 

+ (2aii - a^^)Xyyy + ^a^^z^x^ + y^) 

+ 2ai6^x(^x- ^y) - 4«i52/,^y (25) 

104. Die Differentialgleichungen der Bewegung. Die Be- 
wegungsgleichungen erhält man aus dem d'Alembert sehen Prinzip 

f[{%^-Qx)Öx + ''']dS-fö(odS+f(nJx + ^'')dG^O, (1) 

Hier bedeutet q die Dichte, % die äußere Volumkraft, TL den 
äußeren, auf die Oberfläche (S wirkenden Zug, m die elastische 
Energie der Volumeinheit, Sx die a; -Komponente der virtuellen 

Verschiebung eines beliebigen Körperelements, da; die eines Ober- 
flächenelements. 

Benutzt man die in Nr. 103 (5) gegebenen Beziehungen zwischen 
CO und den Spannungen und integriert partiell, so folgt fftr jedes 
Volumelement 

rr I OTlxx , vTIyx , TIzX 

?*' = «^' + "9^ + "ä^ + "är 

und ftlr die Oberfläche 

n^ = n^, n,, = n,, n„~n,. (3) 

Daß es nur ein Lösungssystem bei gegebenen äußeren Kräften 
imd Oberflächendrucken gibt, folgt, wenn wir anstatt der vir- 
tuellen Verschiebungen in (l) die wirklichen in der Zeit dt statt- 

findenden -jr dt, . , , setzen. (Dies ist erlaubt, wenn die Be- 
dingungsgleichungen die Zeit nicht enthalten; vgl. Nr. 15.) Dann 
wird nämlich 

^ = A(:r+Ä). (4) 



r 
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wenn Ä die Arbeit der äußeren Kräfte, Sl die potentielle (elastische) 
Energie, T die kinetische Energie bedeutet. Hier ist T+Sl eine 
wesentlich positive Größe. 

Angenommen, es gäbe zwei Systeme von Deformationsgrößen, 
die denselben Anfangsbedingungen und äußeren Kräften genügen, 
so müßte die Differenz dieser beiden Systeme von Deformationen 
der Gleichung (l) genügen, wenn in ihnen die äußeren Kräfte 
Null gesetzt würden, d. h. nach (4) müßte die Funktion T -\- ^ 
Yon der Zeit unabhängig sein, wenn in ihr die Differenzen der 
einzelnen Deformationen eingesetzt würden , und da, T -{- Sl an- 
&iglich Null wäre, müßte es dauernd Null bleiben. Das ist aber 
nnr möglich, wenn die Differenzen der entsprechenden Deforma- 
tionsgrößen Null sind, d. h. es gibt nicht zwei voneinander ver- 
schiedene Systeme von Deformationen.^) 

Der Eindeutigkeitsbeweis setzt uns in den Stand, eine Lösung 
als einzig existierende zu erkennen, wenn sie den Gleichungen (2) 
und (3) und gewissen Anfangsbedingungen genügt. 

Da im besonderen die Gleichungen Nr. 103 (5) und somit die 
Gleichungen Nr. 104 (2) und (3) linear sind, so gibt die Super- 
position zweier Lösungssysteme mit verschiedenen äußeren Kräften 
und Oberflächendrucken eine Lösung für den Fall, daß die Summe 
der in den beiden EinzelMlen vorhandenen äußeren Kräfte und 
Drucke wirkt. 

Nennt man die Komponenten der Verschiebung eines Teilchens 
aus der Gleichgewichtslage U^, u , U,, so wird mit Benutzung von 
(2) und Nr. 103 (16) 

Q^x = Öa» H 2 ^"* "" 2 dx ^^' ^^^ 

oder mit Einführung von E und fi (Nr. 103 (20)) 

qK = 5. + ^^) ^K + (1 + f.) 2^1- 2^) K ^^^- (^) 
In Vektorschreib weise lauten diese Gleichungen 

^ii -= g+ ^^^^^ (grad divu - rot rot u) + ""^^^^ grad div u (7) 
oder 

^ü =* g + «11 grad divu "T"^" rotrotu . (8) 



1) G. Kirchhoff, Crdles Joum, f. Math. 66, 1869, S. 291 

Weber u. Gans: Bepert. d. Physik. I. 16 
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Bilden wir von dieser Gleichung die Divergenz, so bekommen wir 

^Ö «divg + öii^e; (9) 

bilden wir femer von (8) die Botation und setzen (vgl. Nr. lOO (5)) 

rotu = 2n), (10) 

so wird 

2^ib = rot5 + (on— ai,)^lo. (11) 

Leitet sich f$ aus einem Potential ab, so ist 

rotg^O, 
also 

■'^ = ^'^^"'- ' (12) 

105. Die Grleiohuiigen der Elastizitatstheorie in krunun- 
linigen Koordinaten. Bei vielen Formen der betrachteten Körper 
vereinfachen sich die Bedingungen an den Oberflächen wesentlich 
durch Einführung krummliniger Koordinaten. 

Am einfachsten gestaltet sich diese ^), wenn wir den invarianten 
Ausdruck Nr. 101 (7) für die Dehnung des Linienelements benutzen 

— — = Uj^ co8^ (ds^ti) + v^ cos^ {ds,v) + w^ cos*(ds, M?) 
+ 2v^ cos (äs, v) cos {ds^ w) -\- 2w^ cos {ds^ w) cos {ds^ u) 
+ 2 t*p cos {ds^ u) cos (^5, v) , (l) 

wenn w^, v^? w^ die Dehnungen, v^^w^^ u^ die Gleitungen in Rich- 
tung der allgemeinen Koordinaten u, t;, w bedeuten. 
Setzt man den Verschiebungsvektor 

^1u==^i^^*» ^ft, = «2^^^ ^L^ejd«?, (2) 

wo die e sich aus 

^5^ = e^^du^ + e^^dv^ + e^^dw^ (3) 

ergeben, so folgt für die Längenänderung von ds 

2dds • ds - ö(e^^du^ + e^^dv^ + e^^dw^ (4) 

« 2(eidwM6, + €^dv^öe^+ e^dw^de^) + 2{ei^dud6u H ). 

1) C. W. Borchardt, Joum. f. Math. 76, 1873, S. 45; E. Bel- 
trami, Ann. di mat. (2) 10, 1881, p. 188. 
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Hier ist 

de. == "ö^ öu + -Ö-* öv + -Ö-- äw usw. (5) 

^ du ov dw ^ ^ 

and 

Somit ergibt sich durch Vergleich von (4) mit (1) 

** Cj \^f* ^v dw I du 

»* e. \du * dv * dw / ' 



^w 



2t? = ^« — 4- -» — 



(7) 



- e, d^w , e, ddu 

" e^ du e^ dw 

^ e. dSu , e. ddv 

• €^ dv e^ du 

Aus der elastischen Energiedichte für isotrope Medien (Nr. 103 (22)) 

- («„«', + ««w«, + ».wj] , (8) 

wo 

S^u^ + v^ + w^ (9) 

ist, folgt 

TT — ^^ 77 = i- — riO^ 

^^"« "■ aw„ ' • • • ' •« 2 av^ ' ^^^^ 

Als Bewegungsgleichung ist Nr. 104 (8) zu verwenden, indem 
f&r u die Komponenten e^du, c^dv^ e^dw zu setzen sind. 

Hierbei lautet die verallgemeinerte innere Kraft der Spannungen 
Ä\tf die Volumeinheit, die durch die Gleichung der virtuellen Arbeit 
<J'-4== f^d« + f^dv + fy^d«; definiert ist,^) 

1) Vgl. z. B. R. Gans, Einführung in die VektoranalysiSy 8. Aufl., 
Leipzig und Berlin 1913, S. 92. Es ist jedoch zu beachten, daß dort 
. ^ ft* ^^® Kraft im gewöhnlichen Sinne und nicht die verallge- 
meinerte Kraft verstanden ist, so daß der dortige Ausdruck durch 
Multiplikation mit e^ in den obigen übergeht. 

16* 
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Maurer^) hat mit ausgiebiger Benutzung der Inyaiianten- 
theorie quadratischer Formen die Bewegungsgleichungen der Ela- 
stizitätstheorie in allgemeinen Koordinaten abgeleitet, ohne die 
Beschränkung, daß die Koordinaten orthogonal sind. 



Kapitel IL 

Statisclie Probleme der Elastizitatstheorie. 

Sehen wir von äußeren Yolumkräften ab, so wird im Falle 
des Gleichgewichts Nr. 104 (6) resp. (2) befriedigt, wenn u^, Uy, u, 
lineare Funktionen der Koordinaten, d. h. die Spannungen Kon- 
stanten sind, und es handelt sich dann nur noch darum^ zu sehen, 
ob man mit diesem Ansatz auch 104 (3) ei*ftLllen kann. 

106. Allseitig wirkende Zugkraft. Auf die Flächeneinheit 
der Oberfläche wirke normal nach außen der konstante Zug P. 
Dann genügen wir den Gleichungen Nr. 104 (3), wenn wir als 
Druckellipsoid eine Kugel annehmen, also 

n„ = n„ = n,, = 

und (1) 

setzen. 

Aus Nr. 108 (18) folgt eine in allen Richtungen gleichmäßige 
Dehnung der Längeneinheit 

^ar = yy==^, = ^^^-P» y, = ^x = «y = (2) 

und die Dehnung der Volumeinheit (vgl, Nr. 103 (17)) 

e = 3 ^^-^ p. (3) 

3 — w-^ heißt die Kompressibilität 

107. Konstanter Zug gegen die Endflächen eines Zylin- 
ders. An den Endflächen eines geraden Zylinders oder Prismas, 

1) L. Maurer, Archiv d. Math. u. Phys. (S) 6, 1903, S. 1. 
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dessen Achse die ;? -Richtung haben möge, greifen entgegengesetzt 
gleiche äußere Zugkräfte ± P an. Dann befriedigen wir die Glei- 
chungen durch die Annahme, daß das Druckellipsoid ein Um- 
drehungsellipsoid ist, dessen Umdrehungsachse parallel der Zug- 
richtung verläuft und das in eine doppelt zu zählende Ebene aus- 
artet, indem wir nämlich 

n... - (1) 

(2) 
(3) 






xy 



n. 



XX 



Tlyy-0 



setzen. 

Aus Nr. 103 (18) folgt dann 

P 

•*'« Vy 



E 



(ö) 



Also ist das Verhältnis der Querkontraktion zur Längendila- 
tation 



X. 



f*> 



(6) 



wober sich der Name dieser Eonstanten erklärt. 

Durch Beobachtung der Dehnung bei gegebenem Zug be- 
stimmt man nach (4) Elastizitätskoeffizienten, yy 
indem man die Längenänderung ^2 eines Drah- 
tes zwischen zwei Marken A und P, deren Ab- 
stand bei unbelastetem Drahte l ist, infolge einer 
Belastung ö mißt (Fig. 67). 

Heißt der Drahtquerschnitt (T, so ist 




z. 



also nach (4) 



E^ 



P = 



G 



l G 



Jl a 



(7) r 



B 



I)er Techniker mißt Elastizitätskoeffizienten nach 
r kg-Gew -[ 

L mm» J* 

In umstehender Tabelle ist der Elastizitätskoef- 
fizient für einige praktisch wichtige Materialien in 
dieser Einheit angegeben. Die Zahlen sind in einem 
Spezialfall nur als rohe Näherungen zu betrachten, da der Elasti- 
zitätskoeffizient sehr von der Beschaffenheit des Materials abhängt. 




Flg. 67. 
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• • • 



Eisen 
Stahl 

Glas 

Messing . . . 



E in 



kg-Gew 



mm 



19 000 

21000 

6500 

9000 



Die Tatsache, daß unterhalb einer gewissen Große der Span- 
nungen die Dehnung dem Zug proportional ist, ist als Hooke- 
sches Gesetz bekannt. 

108. Konstanter Zug auf die Mantelfläche eines Zylin- 
ders. Wirkt auf die Enden des Zylinders kein Zug, dagegen der 
konstante Zug P auf die Mantelfläche, so ist den Gleichungen ge- 
nügt durch den Ansatz 

n,. = ii,, = ii,, = n„ - (1) 

n.. = "yy = P, (2) 



woraus nach Nr. 103 (18) folgt 

1 — iL 



Py ^z- 



2fi 



P. 



(3) 



109. Drucke auf die Oberflächen einer HoblkugeL In 

die Gleichung Nr. 104 (8), in der g = ist, wenn keine äußeren 
Kräfte vrirken, und auch die linke Seite im Falle des Gleich- 
gewichts verschwindet, führen wir räumliche Polarkoordinaten 
r, 'S", 9 ein, so daß 

e^ = 1 , ^2 = r, 63 = r sin '9' 

wird und berücksichtigen, daß sowohl u^ und u als auch die 
DifTerentialquotienten nach %' und tp aus Symmetriegründen ver- 
schwinden müssen, wenn die Drucke auf die Oberflächen der Hohl- 
kugel nicht vom Orte abhängen. 
Dann geht Nr. 104 (8) über in 

'.(^rr(^V)) = 0, (1) 

woraus 

dr = u,«^r + ^. (2) 

und 

@«divu = 3^ (3) 

folgt. 



108. Zug auf den ZjUndermantel. 109. Eohlkugel 
Femer ist nach Nr. 105 (7), (8), (9) und (lO) 



-^r'^rrf-A 


i-^v» + ^l 




«"-g = r|,l 


i-V^ + f*'! 


(4) 


"»»~a»,~i + i> 


.-%« + fM. 




n„ - n„ - 


n„ - 0. 


(5) 



Sind die auf die SuBere (r = r,) reap. innere (r = rj) Ober- 
fiGche 'wirkenden Spannungen P, resp. Pj, so folgt aus (2) 

.E I (' + !■) < ^-»1 

■OS denen sich A und £ bestimmen zu 

^ P,*-,' — Ptfi' I — 2^ 

(P,-P,)r,'r.' (l + ^) (^) 

Spezialisieren wir, indem Trir innen und außen gleichen Druck 
?! = Pj ^ P annehmen, so wird 

^' = ^ = p-;A- 

if = , (8) 

e = 34=3p^^, 

»ie auch aus Nr. 106 (3) für einen beliebig gestal- 
teten Körper folgt. 

Die Kompression des Hoblvolumens innerhalb der 
Hahlkngel sowie des Volumens der Hoblltugel ist also 
gflnau so groß, als wenn die Kugel voll wäre und 
nur von außen gedrückt würde. 

Dieses Resultat ist von Wichtigkeit für die Theorie pig. jg, 

äea Piezometws (Fig. 68), das von Oerstedt*) zur 
Keasnng der Kompressibilität von Flüssigkeiten verwendet worden 

; 12, 1838, S. leS. ei3; 
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ist. Dasselbe besteht aus einer hohlen Glaskugel G^ an die ein 
Eapillarrohr K angeblasen ist. Es befindet sich, mit der zu unter- 
suchenden Flüssigkeit gefüllt, in einem mit Wasser gefüllten Ge- 
fäße, in welchem mittels eines Stempels S der Druck gesteigert 
werden kann. Durch Quecksilber ist die zu untersuchende Flüssig- 
keit von dem Wasser getrennt. Entgegen Oerstedts Behauptung, 
daß ein dünnwandiges Piezometer nicht merklich sein Hohlvolumen 
ändere, und daß somit die wahre Kompressibilität der im Piezo- 
meter befindlichen Flüssigkeit gemessen werde, fanden CoUadon 
und Sturm ^) das soeben abgeleitete Resultat, daß im Piezometer 
nur die Diflferenz der Kompressibilität der Flüssigkeit und des 
Glases (aus dem das Piezometer besteht) bestimmt wird. 

R^gnault*) und später Grassi^) haben die Fehlerquelle da- 
durch eliminiert, daß sie erstens nur den Innenraum des Piezo- 
meters unter Druck gesetzt haben (P^ = P, Pj = 0), zweitens nur 
den Außenraum (Pg = P^ P^=^ 0), drittens das ganze Piezometer, 
und die hierbei beobachteten scheinbaren Flüssigkeitskompressionen 
kombiniert haben.*) 

Es ergibt sich für den Kompressionsmodul oder Volumelastiei' 
tätsmodul a einiger Flüssigkeiten (vgl. Nr. 103 (16')) 





. kg-Gew 

a m -^ 5— 

mm J 


Quecksilber bei 0®. . 
Wasser bei 0** .... 
Äther bei 


3503 

206 

70 



Es ist aber zu beachten , daß diese Werte sehr stark von der 
Temperatur abhängen, und daß in Wahrheit a keine Konstante, 
sondern eine Funktion des Drucks ist. ^) l/a heißt die Kompressi' 
hUität 

Für feste Körper (vgl. Nr. 106 (3)) berechnet sich der Volum- 
elastizitätsmodul a aus dem Elastizitätskoeffizienten E und dem 



1) Colladon u. Sturm, Fogg. Ann. 12, 1828, S. 39. 161. 

2) V. Rägnault, Mem, de VJust, Paris 21, S. 329, 1847; Mim. 
de VAc. Paris 26, S. 221, 1847. 

3) Grassi, Ann. de chim. et de phys. (3) 81. 

4) Man studiere die sorgfältigen Messungen von W,, 0. Röntgen 
und J. Schneider, Wied Ann.2d, 1886, S. 165; 81, 1887, S. 1000; 
33, 1888, S. 644; 34, 1888, S. 631. 

5) Siehe z.B. ¥.Kohlia,xiBch,Lekrlmchd.prakt. Physik^ 11. Aufl., 
Leipzig und Berlin 1910, Tabelle 19b. 
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Verhältnis fi der Qaerkontraktion zur Längendilatation nach der 

Fonnel 

^ E 

(vgl. die Zahlenangaben in der Tabelle der Nr. lll). 

110. Drucke auf die Oberfläohe eines Hohlzylinders. Die 

innere resp. äußere Mantelfläche eines Hohlzylinders erleide die 
Zugspannungen Pj resp. P,, während die End- 
ftäehen den Zug P, erfahren (Fig. 69). 

Führen wir in Nr. 104 (8) Zylinderkoordi- 
naten ein und berücksichtigen, daß aus Symme- 

triegründen li„ = und ö— = sein muß, so er- 

ludten wir, da 

ei- 1, 



e, = r. 



^8 




ist, unter der Annahme, daß it^ nur von r, u, 
nur von z abhängig ist, 

?-^^-• = 

dz* 



£s ist also 



d 1 drur 
dr r dr 



u, =J[r + 



0. 



woraus 



e = divu = 2^ + C 



folgt. 

Femer ist nach Nr. 105 

E 



nnd 



«* 1 + f* ll — 2f* ' '] 



du, 
~dr 



9>y = 



u. 



dz 



^B 



Fig. 69. 



(1) 



(2) 



(3) 



W 



(5) 
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so daß die Konstanten Ä^ B, C sich aus den Gleichungen 



zu 






A=- 



E ♦•,* — r,' E 



berechnen, während D nur eine konstante Verschiebung des ganzen 
Hohlzylinders bedeutet und somit für das elastische Problem ohne 
Interesse bleibt. 

Wertheim^) hat E und ^i gemessen, indem er das untere 
Ende eines Hohlzylinders mit Gewichten belastete und das Innere 
desselben mit Flüssigkeit füllte. Es war also P^ =- P, =-» 0, so daß 
J? = wurde. 

Er maß die Dehnung — = C « -^^ und mit Hilfe des Flüssig- 

1 — 2u 
keitsstandes & = — ^-^ P,, wodurch er E und (i für dieselben 

Materialien bestimmte. 

111. Torsion. Das obere Ende (js = 0) eines Kreiszylinders 
sei fest eingespannt, das untere Ende (0 = l) werde durch ein 
Drehmoment 3t tordiert. Auf die Mantelfläche wirken also keine 
Drucke, auf die untere Endfläche nur der Druck JT^,. 

Dann Hegt es nahe, den Versuch zu machen, den Gleichungen 
zu genügen, indem man im ganzen Zylinder alle 11 außer 12^« 
gleich Null setzt und somit alle Deformationsgrößen gleich Null 
annimmt außer 9^. Außerdem ist aus Symmetriegründen djdfp'^O. 

Nach Nr. 105 (7) ist 

und nach Nr. 105 (8) und (10) 

1) Wertheim, Ann.chim.phy8.{Z)2!^, 62; Pogg.Ann.1%, 881, 1849. 
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Es existiert also nur die Komponente der Verschiebung u — r dy, 
und nach Nr. 105 (11) ist, da keine äußeren Volumkräfte wirken, 

ä7^.. = 0. (3) 

Aus (l), (2) und (3) folgt, daß 6q> eine lineare Funktion von e 
sein muß, d. h. 

6(p == Cz. (4) 

Es ünden also Drehungen der Kreisquerschnitte in sich statt, 
die proportional dem Abstände vom festen Ende (z =« 0) sind. 
Um C zu bestimmen, berücksichtigen wir, daß für j? — / 

R 

fn^,rd(p2r7tdr-^ 3l'ö(p (5) 

«ein muß, also nach (l), (2) und (4) 

R 



SO daß 



wird. 

Die Größe 










E B^yt 



E 



2(l + ft) 
wird Torsionsmodul genannt. Dann ist 



(7) 



Man bestimmt den Torsionsmodul entweder statisch, indem 
man die Drehung eines Drahtquerschnitts in bestimmtem Abstände 
vom festen Ende unter der Einwirkung eines gemessenen Dreh- 
moments mißt, oder nach der Coulomb schen^) Methode durch 
Schwingungen. 

Befestigt man am unteren Ende des Drahtes ein Gewicht, 
dessen Trägheitsmoment J bezüglich der Drahtachse groß gegen 
das des Drahtes selbst ist und tordiert den Draht ein wenig, so 



1) Coulomb hat Formel (8) empirisch gefunden; Hist. et Mem. 
de VAc, royaJe des sc. 1784, p. 229. 
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wird er Schwingnngen ausfahren, deren Schwingongsdauer T durch 
die Formel 




(9) 



gegeben ist. 

Hier bedeutet 




D 



^ 



E B^n TR*n 



(*9).= z (1+f*) ^l 



21 



(10) 



die Direktionskraft, welche der Draht auf das Ge- 
wicht ausübt. 



Nach Formel (7) und (2) ist IL,= rr 



d9fp 



ifi 



ddq) 



dz 



Da 



aber r -^ nach Fig. 70 den Winkel a bedeutet, um 

den eine Erzeugende des Zylinders gedreht ist, so be- 
deutet der Torsionsmodul t die scherende Spannung, 
die auftritt, wenn eine der Drehachse parallele Linie 
um den Winkel 1 gedreht ist. 
Die folgende Tabelle enthält für einige Metalle die Werte von 
Ej T und fi nach Voigt^): 



E in 



kg-gew 



mm 



t in 



kg-gew 



mm 



<* 



Mg 

AI 

Fe 

Ni 

Cu 

Zn 

Ag 
Cd 
Sn 
Au 
Bi 



4260 

6570 

12800 

20300 

10800 

10800 

7790 

7070 

5410 

7580 

3190 



1710 
2580 
5210 
7820 
4780 
3880 
2960 
2450 
1730 
2850 
1240 



0,24 
0,26 
0,28 
0,28 
0,13 
0,33 
0,31 
0,44 
0,50 
0,33 
0,34 



112. Die Saint Yenantsohe Methode. Eine von Saint 
Venant*) angegebene Integrationsmethode hat den Vorteil, auf 
Zylinder beliebiger Querschnitte anwendbar zu sein. 

Nach dieser wird die Torsion dadurch gekennzeichnet, daß 
jeder ursprünglich ebene Querschnitt eine Drehung um eine und 

1) W. Voigt, Wied. Ann. 48, 1898, S. 674. 

2) Saint Yenant, Mem. des savants etrangers 14, 1855, S. 232; 
LiouviUes Journ. (2) 1, 1855—56; C. B. 87, 823, 849, 893; 88, 142, 1879. 
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dieselbe, den Zylindererzeugenden parallele Achse erleidet. Diese 
Drehung ist proportional dem Abstand von der einen (z. B. der 
oberen) Endfläche des Zylinders. Es ist also 

dx = — (oyz, dy ^ + loxg. (l) 

Die dritte Komponente, die von z unabhängig sei, werde in der 
Form 

öz = (0'tl}{x, y) (2) 

angesetzt. 

Bann ergibt sich aus (l) und (2) 

6 « (3) 

und nach Nr. 103 (16) 



n. 



E / , diff 



•» (- + e) w 



y 2(1 + ^)T ' dy 

• TT ^ I t^^\ 

Die Gleichgewichtsbedingung Nr. 102 (5) wird 

Auf die Mantelfläche, an der überdies cos (n, ie^) » ist, mögen 
keine Drucke wirken, d. h. die Grenzbedingungen Nr. 104 (3) 
gehen über (vgl. Nr. 102 (4)) in y 

fi cos (n, «) + 3^ cos («, y)'-y cos (n, x) 

+ a?cos(w,y) = 0. (6) 

Setzen wir 

X(x + yi)^(p + ii/; , (7) pig. 71. ^ 

so genügt q) nach den Prinzipien der Funktionentheorie, nach denen 

dx dy ^ dy dx ^ ^ 

ist, mit Berücksichtigung der Beziehungen (vgl. Fig. 71) 

^ >. dx dy / \ dy . dx 

cos ( w, ic) = 2— = — "5^ , cos («, y) = ^= + ^- 

^ ' ^ an ds ^ \ '^/ ^fi * ds 

{ds Element der Bandkurve) der Gleichung 

J(p^O (9) 
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und an der Bandknrve s der Gleichung 

q) == Konst. 



(10) 



wodurch g) bis auf eine Konstante bestimmt ist. 

Die Idee Saint Venants besteht nun darin, % anzunehmen 
und zu sehen, für welche Begrenzungskurven das so gefundene <p 
eine Lösung darstellt. Dadurch umgeht man die Schwierigkeit, 
die Gleichungen (9) und (10) zu integrieren. 

Nach (2) stellt if; » Konst. die Schar der Höhenlinien eines 
ursprünglich ebenen Querschnitts dar, aus if; ergibt sich also die 
Verwölbung des Querschnitts. 

Setzen wir O ^ (p -\ ^^- , so ist mit Hilfe von (8) die 

Richtung einer Kurve = Konst. gegeben durch 

dy ^ 
dx 



dx 
dy 



+ x 



dy 

dtp 






(11) 



d. h. die Tangentialspannung in einem Querschnitt hat die Rich- 
tung der durch den fraglichen Punkt gehenden Kurve O = Eonst. 
Ferner ist 



d 



M/(ll)"+ ©■=]/©+?+(§-')'. 



d. h. nach (4) ist öttx"^ ^~" ^i® Resultante der Spannung. Zeich- 
net man die Schar O = Konst. für äquidistante Werte der Kon- 
stanten, so ist also die Dichte der <Z>-Linien ein Maß für die Größe 

der Spannung. 

Setzt man z. B. % = a(^x -\- yi)*, so 
erhält man die Torsion eines ellipti- 
schen Zylinders.^) 

Da dann 9>=a(a;* — y*), i/;=»2aa;y 
ist, so sind die Höhenlinien des ursprüng- 
lich ebenen Querschnitts die Linien t^ == 
Konst., d. h. gleichseitige Hyperbeln (vgl. Fig. 72), während die 
Linien <P «= Konst. ähnlich und ähnlich gelegene Ellipsen sind. 




Fig. 72. 



1) Vgl. z. B. H. Web er- Rie mann, Die partiellen Differential' 
gleichungen der math, Physik, 6. Aufl., 2, S. 179 oder A. E. H. Love, 
Lehrbuch der Elctstieität, deatBch von A. Timpe, Leipzig u. Berlin 1907, 
S. 368. 
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Das Drehmoment um die jei-Achse ergibt sich aus (4) zu 

- si^ (/('■+'■)•'«+/(' I? -» S) ^ • ('^> 

oder es folgt umgekehrt o aus 91,, wenn t/; gefunden ist. 

Folgendermaßen ergibt sich^), daß die Eesultante der Tangen-* 
tialkräfte bei der Torsion in einem beliebigen Querschnitt ver- 
sehwindet. 

Nach (4) ist mit Beachtung von (8) 

md (13) 

Wendet man rechts partielle Integration an und berücksich- 
tigt (10), so folgt die Behauptung. 

113. ToTsion eines Bandes von rechteckigem Querschnitt. 

Gleichung (9) Nr. 112 mit der Nebenbedingung (10) sei zu inte- 
grieren, für den Fall, daß die Begrenzung ein Eechteck ist, dessen 
Mitte wir zum Koordinatenursprung wählen, und dessen Kanten 
die Längen 2 a und 2 h haben. 

Nach der Methode der Partikularlösungen ergibt sich*) 



00 



2 

- 2n4-l nx 
cosh 



2 h 
und nach Nr. 112 (8) 

^ . , 2n+l Tix 

n = ^ cosh — 

2 h 

wt|; stellt nach Nr. 112 (2) die Verwölbung des Querschnitts dar 
(vgl. die graphische Darstellung bei Saint Ven an t). 

1) J. A. VoUgraff, Ann, Phys. (4) 14, 1904, S. 620. 

2) A. E. H. Love a. a. 0. S. 369 (vgl. Fußnote auf voriger Seite). 
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Nach Nr. 112 (12) ergibt sich nun aus t|; 

ioo 4^u 2n_+l«a 
16a6» ___ 2^* 'V__ L L 
3 «'"i^ (2n+l)» 



(3) 



Der Wert der in dieser Formel auftretenden Beihe ist von Saint 
Venant für verschiedene Werte des Verhältnisses -=- berechnet 
worden. 



a n . o -2;t^ 



Ist -j- so groß, daß e & g^g^^ 1 vernachlässigt werden 
darf, so erhält man 

Für ein sehr schmales Band der Länge l berechnet sich nach 
Nr. 112 (1) 

£ 

und mit Benutzung von (3') die Direktionskraft 

wo q den Querschnitt des Bandes bedeutet. 

Der Vergleich mit Nr. 111 (10) zeigt, daß bei gleichem Quer- 
schnitt, d. h. gleicher Tragfähigkeit, ein Band wesentlich kleinere 
Direktionskraft aufweist, als ein kreisförmiger Draht. Deshalb 
werden als Aufhängungen bei Dynamometern und Drehspulen- 
galvanometem auch im allgemeinen Metallbänder benutzt. 

114. Torsion von Wellen. Technisches Interesse verdienen 
die Untersuchungen über die Torsion von runden Stäben mit ver- 
änderlichem Durchmesser, die von Föppl^) zuerst angestellt sind. 
Sie beschäftigen sich mit dem Spannungszustande in der Über- 
gangsstelle bei einer auf Verdrehen beanspruchten Welle aus zwei 
koaxialen zylindrischen Teilen, die — etwa durch einen Vierfcel- 
kreis — ineinander übergehen, oder bei Wellen mit Einschnitten 
oder aufgelagerten Bunden (z. B. Kanmilagem). 

Besonders eingehend wurde dies Problem auf Run ges Anregung 
von Will er s ^) nach einer eleganten graphischen Methode behandelt. 

1) A. Föppl, Münch. Akad. Ber. 85, 1906, S. 249. 504; Zeitschr. 
d. Vereins deutscher Ingenieure 50, 1906, S. 1032. 

2) F. A. Willers, Die Torsion eines Botatumskörpers um seine 
Achse, Diss. Göttingen 1907. 
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115. Biegung eines Balkens durcli ein Drehmoment.^) 

Ein zylindrischer oder prismatischer Balken sei in der Ebene 

2^0 so befestigt (Fig. 73), ^ 

I daß die Punkte dieser Ebene ^ 

I sich nur in dieser selbst ver- ^"^ ^ ^t-t—^K 

; scbieben können, während die 



IT 

1 



Fig. 73. 



Teüchen in unmittelbarer Nähe ■^"* 

des Querschnittsschwerpunktes ^ 

in der Ebene g=^0 weder eine ^ ^' 

Parallelverschiebung noch eine % 

Drehung erfahren (Annahme 1). '^ f 

Die z -Achse sei die Verbindungs- x 

linie der Schwerpunkte der Querschnitte im spannungslosen Zu- 
stande (Annahme 2). Die x- und ^-Acbse seien den Hauptträg- 
heitsachsen der Querschnitte parallel (Annahme 3). 
Wir setzen an 

^xx = n^, = n,^ - n,, - ii,, = o (i) 

n„^-ax. (2) 

Dann wirken keine Spannungen auf den Zylindermantel. Die resul- 
tierende Kraft auf einen Querschnitt / j U^^dx dy ist nach (2) und 

Annahme 2 Null. Es wirken also nur Kräfte auf die Grund- 
flächen des Balkens, und zwar sind diese statisch einem Kräfte- 
paar äquivalent. 

Die Komponente des Kräftepaares um die ^ -Achse ist 

wegen (l); die Komponente um die y -Achse ist 

^» =fß""' - ■^"*) ^'^ ^y = "ifß' dxdy = J.a, (3) 

wenn J das Trägheitsmoment des Querschnitts, bezogen auf die 
y;?- Ebene bedeutet, unter der Annahme, daß die Massendichte 
gleich Eins ist. 
Schließlich ist 

%^JJ(^*zy — n^yZ)dxdy « — ajjxydxdy =» 

ii&ch Annahme 3. 

Aus den Gleichungen Nr. 103 (18) ergibt sich auf Grund von 
(1) und (2) 

1) Saint Venant, Jou/m. d, Math. (Liouville) (2) 1, 1866, S. 89. 

Weber n. Gans: Bepert. d. Physik. L 16 
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ddx __ fia d9y , ddz __ 

dx "■ "JE7 ^ dz '^ dy '~^ 

däy iia dSz . ddx ^ ,.x 

ddz ax ddx 



dz E dy '^ dx ^* 

Setzen wir öXj öy^Sz als Funktionen zweiten Grades der Ko- 
ordinaten an, also 

öx — a^x^ -f b^y^ + c^z^ + d^yz + e^zx + f^xy 

und berücksichtigen wir Annahme 1 sowie die Gleichungen (4), 
so ergibt sich 

dy-^xy (6) 

6z =^ — -^ xz. 

Die Verbindungslinie der Querschnittsschwerponkte erh&lt die 
Gleichung 

ist also eine Parabel oder genähert ein Kreis vom Badius B = — 
Ersetzen wir a nach (3) durch -j, so wird 

^ = ^' (8) 

31 heißt das Biegungsmoment, Nach Fig. 73 ist 31 ^ K'L. 

Die Ebene o; = erleidet nach (2) keine Spannungen und 
somit nach (4) keine Verzerrungen; sie heißt die neutrale Ubene, 

Für Balken von rechteckigem Querschnitt der Breite b und 
der Höhe h ist 

also die Durchbiegung der Balkenachse am Ende (fOr e = 1) 



116. Biegnng eines Balkens 



243 






Aus (6) folgt: Die Querschnitte bleiben eben und gehen nach 
der Biegung alle durch den Erümmungsmittelpunkt der Schwer- 
panktslinie. 

Der z==c entsprechende Querschnitt deformiert sich folgender- 
maßen: Aus den Geraden ^ = ± "ö" ^^^ n&ch. (6) 

Die Linien bleiben also gerade, werden aber etwas geneigt. 
Aus den Linien a? = + -^ wird 

d. h. genähert Kreise vom Badius — (vgl Fig. 74). 

DieVerwölbung der unteren Grenzfläche a?= + -- ergibt sich aus 



dx 



-M' 



^^+'^^ 



-f^y^)' 



Die Höhenlinien dieser ursprünglich ebe- 
nen Fläche sind also die Hjperbelschar 
^a: = Eonst., d. h. 



z^ — (ly^ = Konst. 



(10) 




Fig. 74. 



Biese haben gemeinsame Asymptoten, die 
mit der Längsrichtung des Stabes einen 
Winkel cp bilden, der durch 

ctg9)=-]/j7 (11) 

gegeben ist« 

Durch Messung dieses Winkels hat Cornu^) das Verhältnis 
der Längsdilatation zur Querkontraktion bestimmt. Die Methode 
war eine optische: Auf den durchgebogenen 
Stab wurde eine ebene Glasplatte gelegt und 
die Interferenzkurven beobachtet, die senk- 
i^cht auf die dazwischen liegende Luftschicht 
auffallendes monochromatisches Licht erzeugte. 
Diese Streifen sind direkt die fraglichen Höhen- 
linien. Fig. 7 5 stellt das Literferenzphänomen 
iiach Straubel dar. Fig. 75. 

1) M. A. Cornu, C. B. 69, 333, 1869. Die Methode wurde von 
ß. Straubel, Wied. Ann, 68, 369, 1899 (auch 64, 794, 1898) ver- 
beBsert. 

16* 




I 

I 

I 

I 

r >2 

I 
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116. Einzelkraft am Ende des Balkens. Der in Nr. 115 

behandelte Fall der Biegung eines Balkens setzte eigentlich voraus, 
daß an dem Ende ein Drehmoment, wie es in Fig. 73 angedeutet 
ist, wirkt. Ist dagegen die Anordnung die, daß eine Kraft K 
parallel der a? -Achse am Ende angreift, so wird an einer belie- 
bigen Stelle das Gleichgewicht 
hergestellt durch das Auftreten 
einer Einzelkraft K und eines 
Drehmoments KQ — e), wie man 
erkennt, wenn man den Balken 
an der Stelle z zerschneidet und 
t Y die Schnittstellen durch zwei hori- 

*' * ^ zontale Gelenkstangen wieder ver- 

bindet. Die obere Gelenkstange wird gezogen, die untere gedrückt; 
diese Spannungen werden durch das Kräftepaar kompensiert, wäh- 
rend die Einzelkraft K eine Senkung des rechtsseitigen Teiles des 
Balkens verhindert. (Vgl. Fig. 76.) 

Man genügt allen zu stellenden Bedingungen durch den Ansatz 

flx« = J7,. = ^«, = 0, iT„ = -jr(i-«)^. (1) 

Dann gehen die Gleichgewichtsbedingungen Nr. 104 (2) über in 
d IIxz ^ dllyz d IIxz , dUyt . Kx „ 

Hieraus folgt nach Nr. 103 (18) 

dSz K{l-'Z)x dSx _ d8y d_Sz^ 

dz " EJ ^ dx ~ Jy~ "" ^ ~W /2) 

dSx ddy_ d_ (ddx dlz\ _ d_ (d^y d^\ _ 

dy ^ dx ^' dzKdz'^dx) ^' dzKdz'^dy)'' 

Will man sämtliche Verzerrungen und Spannungen kennen, 
so muß man — ähnlich wie bei Torsionsproblemen — mit Saint 
Venant^) eine funktionentheoretische Integrationsmethode heran- 
ziehen. 

Aber auch ohne das zu tun, können wir einige physikalisch 
wichtige Resultate herleiten. 



1) Saint Venant, Jomn.d.Math. (LiouviUe) (2) 1, 1856, S. 167; 
A. E. H. Love, Lehrhvbch d. Elastizität, deutsch von A. Timpe, Leipzig 
und Berlin 1907, S. 379. 
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Aus der ersten Gleichung (2) folgt 

WO irgend eine Funktion von x und y ist. 

dx und öy setzen wir als allgemeine Funktionen 3. Grades 
von 37, y, z an; dann ergeben die Gleichungen (2), wenn man be- 
rücksichtigt, daß der Ursprung fest ist und ein durch den Ursprung 
gehendes Linienelement bei geeigneter Einspannung seine Rich- 
tung nicht verändert, 

dy = ^jr (l — z) xy — CC0X . 

Daraus folgt 

d*8x K f. . d*dy _ ,^v 

Die Zentrallinie wird also zu einer ebenen Kurve in der iC;? -Ebene, 

deren Krümmung an jeder Stelle — Wy — ist. 

Die Durchbiegung, d. h. die Senkung eines Punktes der Zen- 
tralhnie ergibt sich aus (4) für x = y = 

(*^)«=.=o=g;(l-|), (6) 

also ist die Senkung des Endes 

117. Bestimmung des Elastizitätskoefftzienten durch Bie- 
gung. Die Durchbiegung eines an einem Ende eingespannten Stabes 
ließe sich nach Nr. 116 (6) zur Bestimmung des Elastizitätskoeffi- 
zienten benutzen. Im allgemeinen verwen- «- 
det man aber hierzu einen in der Mitte be- A^2 ^ ^ 
lasteten Stab auf zwei Stützen (Fig. 77). [^^j^zi^ZIZ;;^^ 

Da die Last K infolge der Eeaktion ^^^ — 1 — — 

K T^ 

eine Kraft ~ jeder der Stützen nach oben pig. 77. rh 

hervorruft, so kann man sich die eine 

Hälfte des Stabes starr gemacht denken, und erhält die Durch- 
biegung der Mitte, wenn man in Gleichung (7) der vorigen 



Kl 1 

Nummer K durch —, l durch „- ersetzt. Diese wird also — 



Kl 



.^ , 2 ...^«„«. „ ^ «..V, ^ ^^^3 



"f 
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Besser als die Durchbiegung in der Mitte mißt man die Nei- 
gung 9, die der Stab an der Stelle der Stützen erleidet. Diese 
ergibt sich, indem man aus Nr. 116 (6) 

[dz )z = r' 2EJ ~" Ebh"^ 

K l 

bildet und wieder K durch — , l durch — ersetzt. 

Auf diese Weise erhält man 

Nach dieser Methode hat Kirchhoff^) E bestimmt. Die Messung 
des Winkels g? geschieht nach A.König*) am besten so, daß die 
Skala Sh (vgl. Fig. 78) in einem Spiegel 8^ gespiegelt wird; 
dieses Spiegelbild wird in 8^ gespiegelt und dann in einem 

^ - Femrohr F beob- 

Y^.-d jj ü > zp achtet. Durch eine 

J F einfache geome- 



c 



j^ I----2H 

Fig. 78. 



"TTT 



trisch-optische Be- 
y f trachtung ergibt 

sich, daß die im 
Femrohr beobachtete Verschiebung um n Skalenteile mit der 
Neigung tp durch die Formel 

verbunden ist. 

Die Bestimmung des Torsionsmoduls und des Elastizitätskoef- 
fizienten am selben Material ergibt die beiden elastischen Kon- 
stanten JE7 und fi bei isotropen Körpern (vgl. die Tabelle in Nr.lll). 

118. Naviersche^) Theorie der Balkenbiegung. Die punk- 
tiert gezeichnete Linie des gebogenen Balkens in Fig. 79 sei die 
neutrale Faser, die keine Längenänderung erlitten hat. Dann sind 
die Fasern oberhalb der neutralen verlängert, unterhalb derselben 
verkürzt worden, und zwar ist die Verlängerung einer Schicht im 
Abstände u von der neutralen Ebene, wie sich aus der Figur so- 
fort ergibt, 

l-\-^lB + u.,u AI ,^N 

-T-= "iT ' ^•^- B^T' (^^ 

1) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 108, 1869, S. 869. 

2) A. König, Wüd. Ann. 28, 1886, S. 108; femer W. Pacheidl, 
Eep. d, Phys. 19, 1883, S. 178. 

3) Nävi er, Besume des legons sur VappUcation de la mecanique, 
2. Aufl., 1833. 
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Der Druck, der dadurch auftritt, ist also nach der Definition des 
ElastizitätskoefQzienten 



E4-'-^i 



« 



in der Eichtung der Pfeile, somit das Drehmoment bezüglich einer 
in der neutralen Ebene liegenden, senkrecht zur Balkenachse yer- 
laufenden Geraden, das ein Querschnittselement von der Breite h 

und der Höhe du erleidet, E-^bdu^ und das Drehmoment des ge- 
samten Querschnitts 



h 
2 



5R 






hdUj 



oder, wenn wir 






^fbu^du-^J 



setzen, 



91 = 



EJ 
B 



(3) 




rig. 79. 



Wählen wir die o; -Achse parallel der Längsrichtung des Bal- 
kens im ungebogenen Zustande, die ^- Achse senkrecht zur a;- Achse, 
so können wir mit hinreichender Genauigkeit 



setzen, also haben wir 



1 
E 



d'y 
dx* 



dx^ 



(4) 



9! heißt das Biegungsmoment, EJ die Biegungssteifigkeit. 

Da hier überhaupt keine Grenzbedingungen vorkommen (außer 
fär a; = 0), so ist diese in der Technik übliche Theorie nur an- 
wendbar auf Balken von Querschnittsdimensionen, die klein gegen 
clie Längenerstreckung sind. 

119. Balken auf zwei Stützen an den Enden mit an- 
greifender Einzellast. Die Drucke auf die Stützen sind — ,— 

resp. ~Y , wie aus den Prinzipien der Statik folgt (vgl. Fig. 80). 
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Denken wir uns an irgend einer Stelle x <^ ^ einen Schnitt 
durch den Balken angebracht, so ist das Biegungsmoment sämt- 
licher rechts angreifender Kräfte 

P(^-x)-^{l-x) = - ^ X, 

dagegen für einen Punkt a? > | 

wo § + J'= l ist. 

Also lauten die Gleichgewichtsbedingungen 

Pl Pi ' füra;<S 



/ 



--I x-i'-> 



,x 



ZT 



Fig. 80. 

für ic < I 
für a? > ^ 






dx 



X 






für rc>| 



0) 



EJ 



dx^ 



PS 



= - — {l^x). 



EJ(y — xtga) = — 



Die Integration ergibt 
Pl'a;» 



61 



EJ(y^(l^x)igß) = ^ 



n{i-xy 

6Z 



(2) 



wenn a und ß die Neigungen der Zentrallinie gegen die Horizon- 
tale in den Stützpunkten bedeuten, und zwar sind die spitzen 
Winkel gemeint. 

Da für X = ^ y und ^ stetig ineinander übergehen müssen, 
so ergeben sich die Bedingungen 



EJ tg a = 
so daß 
für aj < S 

für a? > S 
wird. 



nm+n') 



61 



EJtgß = 



psr(2s+r) 



61 



, (3) 



y^ 



Pr{S( S + 2r)a?~a?M 
61EJ 



y = 



_P§{r(r+2S)(?-a?)-(f~a;)»} 



W 



61EJ 



l 



Greift die Last in der Mitte an, so ist S =* l'= -s" > *lso wird 
nach (3) 

PZ* 
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d. h. für einen Balken von rechteckigem Querschnitt 

SPV 






während die Durchbiegung in der Mitte l^^-s"? ^~"ö") 



Ce ^§ = - 
PZ» PI 



beträgt (vgl. Nr. U7). 

120. Gleichförmig belasteter Balken auf zwei Stützen. 

Sei die Last pro Längeneinheit p, z. B. durch das eigene Gewicht, 

SO sind die Stützdrucke ^ (vgl. Fig. 81) . 

An einer Stelle x wirkt infolge des Gewichts p(l — x) des 
rechten Balkenteils, das wir uns in seinem Schwerpunkt ange- 

bracht denken dürfen, das Drehmoment - — - — -- und infolge des 
Stützdrucks — ^ (Z — x). Also lautet die Gleichgewichtsbedingung 



A^ 



^ 



Für a; == und x ^=^1 muß y = sein. 
Dann ergibt die Integration 

Liegen die Stützen nicht an den Endpunkten, so lassen sich für 
die einzelnen Teile des Balkens in ganz analoger Weise die Diffe- 
rentialgleichungen aufstellen und integrieren. 

Das Problem des durchlaufenden Trägers, d. h. eines Balkens 
auf mehr als zwei Stützen, findet sich — analytisch und gra- 
phisch — behandelt bei Love^). 

Die Verlängerung eines auf zwei Stützen liegenden, durch sein 
Eigengewicht gebogenen Balkens ergibt sich als 

genähert. 

Durch Einsetzen der für -^ gefundenen Werte folgt, daß diese 

a X 

Verlängerung ein Minimum ist, wenn die gleich weit von der 

1) A. E. H. Love, Leivrhuchd. Elastizität, deutsch von A. Timpe, 
Leipzig und Berlin 1907, S. 426 ff. 
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Mitte entfernten Stützen einen Abstand voneinander haben, der 
0,55938 der Länge des Stabes ist.^) Diese Ableitung hat Inter- 
esse für die Invarianz des Normalmeters. Außer der Lage der 

Stützpunkte ist es wesentlich, daß -^y einen möglichst kleinen 

Wert hat, d. h. das Material muß cet. par. einen möglichst kleinen 
Quotienten des spezifischen Gewichts zum Elastizitätskoeffizienten 
haben, und die Form des Stabes muß so gewählt sein, daß der 
Querschnitt möglichst klein ist bei möglichst großem Trägheits- 
moment desselben bezüglich der durch den Schwerpunkt gehenden 
Horizontalen (vgl. Nr. l). 

121. Theorie der Elastika^. Die Frage, welche Form ein 

dünner, im ungespannten Zustande gerader 
prismatischer Stab annimmt, der nur an den 
Enden von Kräften und Drehmomenten ange- 
griffen wird, ist deshalb von Interesse, weil es 
sich zeigt^ daß eine kritische Länge existiert. 
Ist der Stab kürzer, so wird er einfach durch 
die Last am Ende zusanmiengedrückt, ist er 
länger, so biegt er sich. Hier kommen Fragen 
der Stabilität beim Gleichgewicht elastischer 
"^y Körper zur Anwendung. 

Bezeichnet (p den Winkel, den die Kurve 
mit der a;-Achse bildet (vgl. Fig. 82), so 
lautet die Gleichgewichtsbedingung nach Nr. 118 (4) 




Fig. 82. 



Durch Differentiation nach s erhalten wir 

EJ -^ = — Psmg>. 

CLS 



(1) 



(2) 



Gleichung (2) ist genau analog der Pendelgleichung, sie läßt 
sich also wie diese durch elliptische Funktionen integrieren (vgl. 

1) Vgl. F. W. B es sei, Abhandlungen, 3, Leipzig 1876, S. 276; 
Darstellung der Untersuchungen und Maßregeln, welche in den Jahren 
1835 — 1838 durch die Einheit des preußischen Längenmaßes veranlaßt 
worden sind, Berlin 1839, Beilage 1. Beseel leitete die Formeln ab, 
indem er die aus zwei Summanden bestehende potentielle Energie, 
nämlich die der Schwere imd die der elastischen Deformation nach 
den Prinzipien der Variationsrechnung zu einem Minimum machte. 

2) L. Euler, Additamentum „De curvis elastid^' im Methodus 
inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, Lau- 
sanne 1744. 
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Nr. 50). Ein Integral von (2) ist 

^(^)'-Pc08^-K0DSt. (3) 

Es sind, wie bei der Theorie des Pendels, zwei Fälle zu unter- 
scheiden, nämlich ob -^ Null werden kann oder nicht. Wir 
^ da 

nehmen an, -^ kann Null werden, d. h. die Kurve hat Wende- 
punkte. In diesen hat tp den größten Wert or; dann lautet (3) 

4^(g) + P(cos«-cos9,) = 0. (4) 

Setzen wir 

^■"^Vsj' * = siny, (5) 

so wird 

|?= 2Ä<;n(w + ir), sin |^ = A; sn (w -f ^) . (6) 

Hier ist s von einem Wendepunkt an gerechnet. K bedeutet das 

vollständige elliptische Integral erster Gattung modA;. 

ä dx dy . ^ ,. 

Aus ^ = cos qj, j^ "■ sin (p folgt 



a;==l/^[— w+ 2{T&m(u + K)- TamiT}] 



y=-2Ä]/-/cn(t*+ir), 



u 



wo T- Q,mu = I dn^U' du das elliptische Integral zweiter Gattung 



bedeutet. (Gewöhnlich bezeichnet man das Integral zweiter Gat- 
tung mit jE7. Wir haben den Buchstaben T gewählt, um Vei*wechs- 
lungen mit dem Elastizitätskoeffizienten zu vermeiden.) 

Ist a nicht zu groß, so hat die Kurve die Form einer Sinus- 
Hnie, in die sie für sehr kleine a übergeht.^) Denn da (p immer 
kleiner als a ist, darf man in diesem Grenzfall in (2) sin (p durch 

1) A. E. H. Love, Lehrhvtch d. Elastizität, deutsch von A. Timpe, 
Leipzig u. Berlin 1907, S. 466 gibt eine Reihe von Abbildungen für 
die Elastika bei verschiedenen Werten von a. Er behandelt auch den 
Pall, daß keine Wendepunkte auftreten, und das Knicken eines langen 
diumen Stabes unter einer vertikalen Last. 
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(p ersetzen und erhält 



y 



= a]/^sin(a;]/^). 



(8) 



Zwei aufeinanderfolgende Wendepunkte haben den Abstand 



I 



voneinander; der Stab nimmt also die Form von 
Fig. 83 an, falls die Länge l> Tty - 



EJ 



ist. 



Ein unten parallel der Angriffskraft festgehaltener 
Stab der Länge l nimmt die Form an 
(vgl. Fig. 84) 



t 



Flg. 83. 




2/ = yi 



1 — 



Bin]/^(?-^ 



EJ J 



(9) 



Hier ist 



dx 



= für rc ^ 0, wenn 



1 -\/EJ 



ist. 



'EJ 



ist. 



Ist der Stab etwas kürzer als diese kritische Länge, so wird 
er einfach zusammengedrückt, ist er etwas länger, so wird er ge- 
bogen, denn die potentielle Energie des gebogenen Stabes ist 
kleiner^) als die des zusammengedrückten und daher instabilen, 

falls i>y jr]/- 

122. Elastizität von Eristallen. Die elastischen Eigen- 
schaften von Kristallen sollen nur ganz kurz berührt werden. Zur 
näheren Orientierung verweisen wir besonders auf das Voigt sehe 
Lehrbuch. *) 

Wir hatten bereits in Nr. 103 gesehen, wie man bei Kristallen 
die Sjmmotrieverhältnisse heranziehen kann, um über die Koef- 
fizienten in dem Ausdrucke für die elastische Energie etwas aus- 
zusagen. Dadurch verminderte sich die Anzahl der elastischen 
Konstanten, die im allgemeinen 21 beträgt, mehr oder weniger. 

123. Allseitig wirkende Druckkraft. Auf die Flächen- 
einheit wirke normal nach außen der konstante Zug P. Dann 
genügen wir den Gleichgewichtsbedingungen genau wie bei iso- 
tropen Körpern (vgl. Nr. 106), indem wir das Druckellipsoid als 

1) A. E. H. Love 1. c. S.467. 

2) W. Voigt, Lehrbuch der Kristallphysik (mit Ausschluß der 
Kristalloptik), Leipzig u. Berlin 1910. 
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Kugel annehmen, also 

und (1) 

n ^ n =- n ^ p 

setzen. 

Durch Auf lösung der Gleichungen Nr.l03 (5) nach den x^^ ^yUSW. 
folgt dann, daß die Deformationen der verschiedenen Richtungen 
im allgemeinen keineswegs gleich sind. Ein rhombischer Kristall 
z.B., der Kugelform besitzt, wird im Piezometer zu einem drei- 
aiigen Ellipsoid. 

Für reguläre Kristalle, fär die der Energieausdruck Nr. 103 (13) 
gilt, lauten die Beziehungen zwischen den Spannungen und De- 
formationen z. B. 

^ == «11 ^ar + «laC^y + ^.) == («11 " «I2) ^x + «12 ® 

^ = «11 2/y + «12 {^x + O == («11 - «12) Vy + «12 ö (2) 

P = a^ z^ + a^^{x^ + y^) = {a^^ - a^^) z, + a^, 0, 
wenn 

® = ^» + y, + ^. (3) 

wie früher die Dilatation der Volumeinheit bedeutet. 

Durch Addition der Gleichungen (2) ergibt sich die Kom- 
pressibilität 

Durch Subtraktion je zweier Gleichungen (2) voneinander folgt 

^« = y, = «« = | = s;7^2^- (5) 

Durch diese Gleichung, zusammen mit der vierten Gleichung (2), 
sind die Deformationen bestimmt. Diese sind nach den Gleichungen 
^r. 101 (10) in allen Richtungen identisch. 

124. Zug an den Endfläohen eines Prismas. Aus einem 
regulären Kristall, auf den wir unsere Betrachtungen beschränken 
Wollen, sei ein rechtwinkliges Prisma in beliebiger Richtung aus- 
geschnitten, und es wirke ein Zug P auf die Stirnflächen des 
Prismas, deren Normale wir zur ;e? '-Richtung machen, während die 
testallographischen Hauptachsen nach wie vor x^ y^ z heißen 
mögen. Dann setzen wir, wie bei isotropen Medien (vgl. Nr. 107), 
alle 77 außer 77,' y gleich Null und 

77,..' = P. (1) 
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Da sich die Spannungen als Tensoren gerade so wie die De- 
formationsgrößen transformieren, so folgt aus Kr. 101 (11) 

n^,= ß,'P i7„ = y,«,P (2) 

Ans den Gleichungen Nr. 103 (6) zasammen mit dem Ausdruck 
fttr CO (Nr. 108 (13)) ergibt sich femer 

I^xx = ««"-P = «il*x + «1« Qf, + «,) = («11 — «1»)*« + «IJ ® 
^r» = ßa'^ = «112', + «1» («, + *«) = («11 - «is)yy + «1« Ö 
^. . "• Vi'P = »11 «. + «u («« + Pf) = («11 — «1«) «, + «1» ® ,g^ 

2J7,^=2y,a3P=a^», 
2JI,^ = 2«s/J,P=a^a;^. 

Durch Addition der ersten drei Gleichungen (3) erh&lt man 
für © den Wert 

(«ii+2ai,)© = P. (4) 

Substituiert man diesen Wert in die ersten drei Gleichungen (3), 
so erhalt man 

, ^ -P (y 2 ?i|_\ 

' «11 — «ijV'^* «11 + 204,/' 
während die drei letzten Gleichungen (3) 

2fty.P 



yz- 



«44 



2y»a8P 



^. = ^^^ (6) 

«44 

2«,ftP 






liefern. 

Aus diesen Dehnungen und Gleitungen in Richtung der kri- 
stallographischen Hauptachsen erhält man die Dehnung z»* in der 
Zugrichtung nach Nr. 101 (lO). 
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Es wird 

"44 

Da man aber aus der Beziehung «3* + jSj* + yj* = 1 durch Qua- 
drieren die Gleichung 

erhält, so geht (7) über in 

+ P fA 2i! \. 

\«44 (»11 — «1«) («11 + 2 Ol,)/ 

Nennt man das Verhältnis des Zuges zur Dehnung in Bich- 
tnng des Zuges den Elastizitätskoeffizienten E der betreffenden 
Richtung, so ist 

i-(V + ft* + y.*)(ä-^-f) 

. (1 «1» \ . 

\a44 («11 — «11) («11 + 2 «!,)/ 

Die Bichtung der je; '-Achse läßt sich nun relativ zu den kri- 
stallographischen Achsen durch die Eugelkoordinaten O, g) fest- 
legen, indem wir 

ttj = sin O cos 9), /3j = sin -ö- sin 9, y^ == cos & 
setzen. 

Führen wir diese Werte in (9) ein, so können wir durch Dif- 
ferentiation nach <p entscheiden, in welchen Azimuten E einen 
Grenzwert besitzt. Wir erhalten als Besultat: 

I: sin 9 = 0, 11: cos 9 = 0, ni:tg^9 = l. 

In den Fällen I und 11 hat E als Funktion von d" einen Grenz- 
wert für 

a)sin'^ = 0, b)cos^ = 0, c)tg*'^ = l, 

wahrend im Falle III die Grenzwerte für 

a)sinO = 0, b) cos-^^O, c)tg*'a'*=2 
stattfinden. 

Die Bichtungen sin «^ = 0; cos -O* == 0, sin 9 = und cos'9' = 0, 
C08 9)=»0 stellen aber die Normalen eines Würfels dar, dessen 
Flächen senkrecht auf den kristallographischen Hauptachsen stehen-, 
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cosij) = 0, tg*ö==l; sin 91 = 0, tg'# = l und tg^<p = l, cos&=-0 
sind die Normalen einer sogenannten Granatoederfläche; tg' ip^l, 
%**= 2 die Normalen einer Oktaederfläclie. 

In diesen ausgezeichnete d Riebtungen mögen die Elastizitäts- 
koelSzienten E^, E^, E^ heißen. Dann ist nach (9) 

_L «» + "., 

-E» {a..-a„)(a.j-|-2a.,) 



2(«„-«i,)Ki + 2«..) 



+ - (10) 



Diese Größen sind jedoch nicht voneinander unabhängig, son- 
dern es existiert zwischen ihnen die Relation 

i + i-i- (") 

so daß man nicht in der Lage 
ist, aus E^, E und E^ die Kon- 
stanten a^^, o^j und a^^ zu be- 
stimmen , sondern noch etwa 
Piezometerbeobacbtuugen hin- 
zunehmen muß. 
^_„^^ Trägt man von einem festen 

UC]|[^J^~-^ Punkt aus nach allen ßich- 

" ^ tungen Vektoren ab, deren Größe 

1^8.86. gleich dem reziproken Elastizi- 

tätsmodul -ji ist, so liegen die Endpunkte der Vektoren auf einer 
Fläche, die in Fig. 85 dargestellt ist, d. i. ein Würfel mit abge- 
rundeten Ecken und Kanten und eingedrückten Flächen.') 

Kapitel III. 

Dynamische Probleme der Elastizitätattieorie. 

126. Sohwingungen ia einem homogenen Uedium. Nach 

Nr.l04 (5) resp.(8) genügen die Verschiebungskomponenten kleiner 

Schwingungen, wenn keine Süßeren Kräfte wirken, den Gleichungen 

pü - -"-^-^ Au + ""^°" grad div u (l) 



1) Dieäe Figur ist P. Auerbach, Physik in graphiselmi Dar- 
stellungen, Leipzig und Berlin 1012, S.SO entnommen. 
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oder 

^ü = «n grad div u " ^ * rot rot u . (2) 

tt läßt sich in zwei Summanden zerlegen, 

U = Ui + U,, (3) 

von denen u^ den Gleichungen 

^ü^^iLZI^Au, (4) 

div Ui =- (5) 

and itg den Gleichungen 

rotUa = 0, (6) 

also 

U, = — gradg? (6') 

nnd 

Qip = aiiAgp (7) 

zu genügen haben. 

Es bestehen also zwei voneinander unabhängige Wellen, von 
denen die erste u^ als Scherungswelle, die andere u^ als Verdich- 
tungs welle bezeichnet werden kann, da nur bei dieser Volum- 
änderungen auftreten. In inkompressiblen Medien existiert nur u^. 
Setzen wir 

rotUi = 2W, 
so ist (8) 

divW ==0, 

also nach Nr. 100 (5) lü der Vektor, der die Rotation des Volum- 
elements darstellt, und zwar genügt auch tt) der Gleichung 

^^^Ouj^Aj^ (9) 

Die Zerlegung von u in die Summanden u^ und Ug ist nach 
Nr. 99 eindeutig. 

126. Ebene Wellen. Um die Form der Ausbreitung kennen 
zu lernen, betrachten wir zunächst ein isotropes homogenes Me- 
dium, in welchem der Erregungszustand außer von der Zeit nur 
von der Koordinate z abhängt. Jede zur a;^-Ebene parallele Ebene 
heißt dann eine Wellenebene. 

Aus Nr. 125 (5) folgt in diesem Falle, daß u^^ konstant sein muß, 
d. h. daß die durch u^ dargestellte Bewegung eine transversale ist. 
In inkompressiblen Medien sind also nur Transversalwellen möglich. 

Weber n Gans: Bepert. d. Physik. I 17 
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Nach Nr. 125 (4) wird, wenn wir 



""-^^ = « (1) 



oder nach Nr. 103 (20) 



setzen, 



.=1/ 



^ (2) 



2(1+(*)P 



dt' " de* ^^^ 

Dieselbe Gleichung erhalten wir für u^ . 

Das allgemeinste Integral von (3) ist nach d'Alembert, wie 
man durch Differentiation sofort verifizieren kann, 

rit, = fi(e-vt) + f,(z + vt), (4) 

WO fi und f^ ganz willkürliche Funktionen sind. (4) sagt aus, 
daß Ui^ aus der Summe zweier Bewegungen besteht, von denen 
die eine sich mit der Geschwindigkeit v in Richtung der positiven 
;ef -Achse fortpflanzt, die andere mit derselben Geschwindigkeit in 
der entgegengesetzten Richtung (vgl. Nr. 83). 

Den einfachsten Fall haben wir vor uns, wenn /j = 0, /i eine 
einfach harmonische Funktion der Zeit ist. Dann ist nftmlich 

Ui^ = ^ sin 2 TT (^ - y + a) . (5) 

wo X/T = V ist. 

Da der Zustand nur von z abhängen soll, so existiert nach 
Nr. 125 (6') nur die ^-Komponente von it^. u^ stellt also eine 
Longittidinälschwi/ngtmg dar. Die Bewegung n^ ist ein Vektor, 
dessen Komponenten sich als partielle Differentialquotienten einer 
Funktion <p nach den entsprechenden Koordinaten darstellen. Man 
nennt (p das Potential der Bewegung. 

Da g) nach Nr. 125 (7) einer ganz analogen Gleichung wie Ui 
genügen muß, und somit auch ein der Gleichung (4) entsprechendes 
Integral hat, so folgt, daß g) und damit auch itg sich in ebenen 
Wellen ausbreiten, deren Geschwindigkeit (vgl. Nr. 103 (20)) 

beträgt. 

127. Endliche Ausbreitungsgesohwindigkeit. Da Uj und 
q> beide einer Gleichung der Form 



J 



= -FC^, y, ^) (3) 
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genügen, so wollen wir mit Poisson^) das Integral dieser Glei- 
chung und der Anfangsbedingungen 

für * = Z7 = f{x, y, e) (2) 

dt 

diskutieren. 
Setzen wir 

{^Jf(x,y,z)dco = y(r), ^J F{x,y,z)da> = 0{r), (4) 

wo r^e^G) das Element einer Kugel vom Radius r bedeutet, die den 
Aufpunkt p zum Zentrum hat, so ergibt sich das Integral ^) 

U(p) = <p'ivt) + ^^{vt). (5) 

Da aber nach (4) <p und O nur abhängig sind von den Mittel- 
werten, die /"und F und ihre Diflferentialquotienten auf einer ump 
mit dem Radius vt beschriebenen Eugelfläche haben, so folgt: Die 
Störung breitet sich nach allen Seiten mit der Geschwindigkeit v 

128. Theorie der schwingenden Saite. Eine Saite von 
der Länge ?, auf die keine äußeren Kräfte wirken, sei durch den 
Zug p gespannt, so daß sie in der Gleichgewichtslage gerad- 
hnig sei. 

Wir wählen die Rich- 
tung der Längserstreckung 
der Saite zur a; -Achse, den 
einen Endpunkt zum An- 
fangspunkt des Koordinaten- ^^- ^^' 
Systems. 

Ein Punkt F(x, 0, 0) erleide die Verschiebung Pti (vgl. Fig. 86) 
mit den Komponenten u^^, Uy, U,; dann hat er nach der Verschie- 
bung die Koordinaten a; -f- W^, Uy, U^. Ein benachbarter Punkt 

P'{x-{-dXyO^O) erfahre die Verschiebung P' 7t '(u^+du^^, n^+dn^j 

1) Poisson, MSm. de Vinstitut 8; „M^m. sur la thöorie du son", 
Joum. de Vecöle polytechn. 7, 1807. 

2) H. Web er-Rie mann, Partielle Differentialgleichungen d, malh. 
Physik, 5. Aufl., 2, 1912, S. 299. 

3) Weitere Ableitungen des Integrals nach anderen Methoden 
findet man bei R. Riemann, VorUsungeny 3. Aufl., S. 300; G. Kirch- 
hoff, Vorlesungen über Mechanik, 4. Aufl., 1897, S. 813 und Joum.de 
mih. (Liouville) 1866. 

17* 




>^ 
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n, + ^U,). Dam) ist die Bogenlänge nn' 

ds = yi(x + dx + n,+ du,) -{x + i\,)Y + du/+ du.« (1) 

oder wenn wir u^, u^, u,, die Punktionen von x sind, und ihre 
Differentialquotienten nach x als unendlich kleine Größen betrach- 
ten, so wird 

ds = dx (l + 1^') . (2) 

Die Bichtungskosinus von ds sind mit demselben Grade der 

Annäherung 

dx4-dux ^ 

cos a = ^ = 1 

ds 

cosß^jf^j^ (3) 

' ds dx 

In den Punkten % und n' des Elements wirkt aber außer der 
äußeren Spannung jp noch infolge der Dehnung die elastische 

Spannung JE7 -=- = J57 -^ nach (2), so daß in n die Kraftkompo- 

V X 

nenten ^ 

- « (p + -B IJ^) COS y 
oder genähert (vgl. (3)) 

lauten, wenn g den Querschnitt der Saite bedeutet. 

In %' wirkt eine ganz analoge Kraft; nur ist das Vorzeichen 
das entgegengesetzte, und es sind alle Größen ftlr das Argument 
X + dx zu nehmen, d. h. dort wirkt, wenn wir nach dem Tayl er- 
sehen Satze entwickeln. 
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Nun ist qp als Gesamtkraft (d. i. das Gewicht, durch das die 
Saite gespannt ist) von x unabhängig, also wirkt auf ds eine 
Kraft mit den Komponenten 

%; + d,= iP jit dx (6) 

s; + %. = qp dx. 

Die erste dieser drei Gleichungen gilt nur anter der Voraussetzung, 
daß der Querschnitt konstant ist. 

Nach den Newtonschen Bewegungsgleichungen ist also, wenn 
^ die Dichte der Saite bezeichnet, 

gq^-^dx^ Eq 1^? dx (7) 

oder 



dt* Q dx* 



(8) 



Ebenso erhält man 






d*Viy p d*Viy 




dt* Q dx* 




d*u, p d*u. 




dt* ~ Q dx* 



(9) 



Gleichung (8) stellt die Longitudinalschwingungen , die Glei- 
chungen (9) die Transversalschwinguugen dar, die also, da die Glei- 
chungen nicht simultan sind, unabhängig voneinander bestehen 
können. 

Nach Nr. 126 pflanzen sich die ersteren mit der Geschwin- 
digkeit!/ — , die letzteren mit der Geschwindigkeit!/— fort. 

Wir können die Gleichungen (8) und (9) in der gemeinsamen 
Form der Differentialgleichung der schwingenden Saite 

I? - 00) 

zusammenfassen^ 

Zur Integration dieser Gleichung sind des weiteren noch die 
Grenz- und Anfangsbedingungen zu beachten 

„ aj=i: [7=0 
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fttr <=0 undO<a;<J: U = f(x) 

welche aussagen, daß die Enden fest sind, und daß zu Beginn der 
Bewegung jeder Punkt der Saite eine gegebene Lage und eine 
gegebene Geschwindigkeit besitzt. Es ist zu betonen, daß f und I 
nur in dem Intervall <C. x <il gegeben sind. 

Abgesehen von den Grenzbedingungen (11) haben wir das In- 
tegral bereits in Nr. 126 (4) angegeben. Es lautet mit Beachtung 
von (12) 

x-{-ct 

JT = i[f(x + et) + fix - et)] + ~Jf{x) dx. (13) 

x — ct 

Um (11) zu befriedigen, setzen wir /"und F über ihren Defini- 
tionsbereich fort, indem wir 

f{-^)=-m ,^^. 

F(-x) = -F(x) ^ 

ansetzen. Dadurch ist die erste Bedingung (11) befriedigt. Der 
zweiten Bedingung (ll) wird genügt durch 

f(l + a.) = _/•(; ^ a^) 

Durch (14) und (15) sind f und F für alle Argumentwerte 
definiert, denn es folgt 

f{2l + x)^f{x) . 

F(2l + x)='F{x). 

Bevor wir die Lösung diskutieren, wollen wir die Fouriersche 
Integrationsmethode kennen lernen, weil aus ihr unmittelbar Auf- 
schluß über die möglichen Elementarschwingungen gegeben wird. 
Es ist das die Methode der partikularen Integrale. 

Wir versuchen, ein partikulares Integral von U zu finden, in- 
dem wir 

U^T'X s (17) 

ansetzen, wo T eine reine Funktion von ^, X eine reine Funktion 
von X ist; dann muß nach (10) 

T dt^ ~~X dx* ^ ' 
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sein, und das ist nur möglich, wenn beide Seiten gleich ein und 
derselben Eonstanten sind, die wir — v^ nennen wollen. 
Dann ergibt sich 

T= cosvt oder sinvt 

X = cos — oder sin 

c c 

Wir genügen den Bedingungen (ll), wenn wir cos — fortlassen 

und V so bestimmen, daß — = m7C ist, wo m eine beliebige ganze 

Zahl ist. 

Wir bekommen also das allgemeinste Integral in der Form 

00 

__ ^1 / . mite . , ^ . mite \ . mit f^c>\ 

f7 = ^ (^J^ cos -p i + J5,^ sm -y- ^j sin -^- x. (19) 

m — \ 

Jeder Wert m stellt eine zeitlich periodische Elementarschwingung 
dar. Die Schwingungszahl ist gegeben durch 

Für Longitudinalschwingungen ist 

für Transyersalschwingungen, die bei Musikinstrumenten allein in 
Frage kommen (wenn wir das Quietschen der Anfänger beim Yio- 
linspielen nicht berücksichtigen), 



^m 



-l^",' (^n 



Der tiefste Ton der Saite, der Grundton, wird erhalten für 
w=: 1. Dieser Ton ist um so höher, je kürzer die Saite, je größer 
die Spannung und je kleiner die Dichte und damit das Gewicht 
der Längeneinheit der Saite ist. 

Um tiefe Töne herzustellen, umspinnt man die Saite mit dünnem 
Metalldraht (Vergrößerung von q). Man stimmt die Saite durch 
Änderung von p mittels Wirbel am Instrument (wobei allerdings 
auch Q ein wenig verändert wird), und man erhöht den Ton beim 
Spielen durch Verkürzung von /, indem man den Finger auf eine 
Stelle des Griffbretts fest aufdrückt und dadurch ein künstliches 
Ende der Saite herstellt« 
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Außer der Grondschwingung m = 1 treten noch Oberschwin- 
gungen auf; »1 = 2 ißt die erste, w + 1 die w*® Oberschwingung. 
Diese Oberschwingungen heißen harmonische Obertöne, da ihre 
Schwingungszahlen im Verhältnis der ganzen Zahlen stehen. 

m = 2 gibt die Oktave des Grundtons, w = 3 die Quinte der 
Oktave, w = 4 die zweite Oktave, w = 5 die große Terz der 
zweiten Oktave usw. 

(19) ergibt ferner, daß an den Stellen a;= — , — , . . . , ^^ 

dauernd keine Bewegung der betreffenden Oberschwingung auftritt 
Diese m — 1 Punkte heißen die Knotenpunkte der m — l**** Ober- 






schwingung. Die Grundschwingung und die beiden ersten Ober- 
schwingungen sind für einen bestimmten Moment in den Figuren 
87—89 dargestellt. 

Den Bedingungen (12) kann man durch geeignete Bestimmung 
der Ä^ und B^ genügen. 

Es muß sein 



eo 



/■(«) -^^m si° T^ « 



in= 1 

00 



(21) 



F(x) = ^^mB„ sin 






Auf Grund der Koeffizientenbestimmung der Fouri ersehen 
Reihe (vgl. Nr. 79) folgt 



^m = jj K^) sin -p dx 







(22) 



B^ ^ / F(x) sm -^— dx. 





129. Die gezupfte Saite. Bei manchen Saitenmstrumenten 
wird die Saite durch Zupfen in Bewegung gesetzt, wie z. B. bei 
der Zither, der Guitarre und der Harfe. Genähert können wir die 
sich hierbei abspielenden Vorgänge beschreiben, wenn wir an- 
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Fig. 90. 



nehmen, daß zur Anfangszeit die Saite die Form der nebenstehen- 
den Figur hat, d. h. daß sie aus zwei geradlinigen Stücken besteht, 
die in einer scharfen Ecke aneinander- 
stoßen, und zwar möge die Saite in diesem 
Zustande anfänglich in Ruhe sein. 

Wir diskutieren die Bewegung der ^ 
Saite zuerst auf Grund des von d'Alem- 
bert herrührenden Integrals, um die allgemeine Form der Saite 
zu jeder Zeit zu erkennen; dann aber ziehen wir auch die Fou- 
ri ersehe Methode heran, um zu erfahren, welche Obertöne auf- 
treten können. 

AusNr.l28(13) 
ergibt sich, da 



F==0 



ist, 




U-W(^ + ot)+f(x'-ct)]. 



(1) 




Wegen der in Nr. 128 diskutierten Fortsetzung der Funktion f 
(vgl. (14) bis (16)) hat f die in Fig, 91 dargestellte Form. 

Denken wir uns diese Figur im halben 
Ordinatenmaßstab gezeichnet, so besteht die 
Wellenbewegung nach (l) aus einem Fort- 
eilen der Figur mit der Geschwindigkeit c 
sowohl nach rechts als auch nach links. 
Um den augenblicklichen Zustand zu er- 
halten, hat man in jedem Moment die Ordi- 
naten der beiden Wellenzüge zu addieren. 

Die Formen der Saite, die auf diese 
Weise entstehen, sind durch die neben- 
stehenden Figuren 92 dargestellt. ^) 

U läßt sich ferner nach Nr. 128 (19) 
darstellen, wobei zu berücksichtigen ist, 
daß nach der zweiten Gleichung' Nr. 128 
(22) alle B^^O sind, so daß 






00 



?7 = 2^mC0S 



wird, wo nach Nr. 128 (22) 



-y— t sin —j- X 



(2) 





Fig. 92. 



1) Vgl. z. B. H. V. H e 1 m h 1 1 z , Vorlesungen über die mathematischen 
Prinzipien der Akustik, Leipzig 1898, S. 116. Man verdankt die Me- 
thode Young, Phü. Trans. 1800. 



266 Kapitel UI. Dynamische Probleme der Elastizitätstheorie 



Ä 



m 



2^ 

T 



J f{^) sin ^ 



X 



dx 



(3) 



bedeutet. Nun ist (vgl. Fig. 90) 



^x ^ai 



f{x) = 



xh 



a 



f(-)-^\^a- 



(4) 



Die Ausführung der Quadratur unter Verwendung partieller 
Integration liefert das Resultat 



. 2Ä . Tema Fl, l 1 



(5) 



das ist die Amplitude des m — 1*®^ Obertons. 

Trägt man f- ^ als Funktion von a auf, so erhält man 

das Bild der Fig. 93, d. h. die Amplitude wird, abgesehen von 



dem Einfluß des Faktors sin 




Tema 
l 



um so größer, je näher dem 



Ende die Saite gezupft worden ist. 

Femer werden die Obertöne um so schwächer 
sein, je höher die Ordnungszahl ist, da die Am- 
plitude dem Quadrat der Ordnungszahl umge- 
kehrt proportional ist. Schließlich erscheint der 
Oberton überhaupt nicht, der an der Stelle 
flj = a einen Knoten hat, wegen des Faktors 

.^) Man wird demnach um so mehr 



sin 



l 



Obertöne haben, je näher dem einen Ende die Erregung stattfindet 
130. Fortpflanzung von Unstetigkeiten; Bewegung von 
Violinsaiten. Ohristoffel^) hat Untersuchungen über die mit 
dem Fortbestehen linearer partieller Differentialgleichungen ver- 
träglichen Unstetigkeiten angestellt, die auch für das Problem der 
schwingenden Saite von Wichtigkeit sind. 

1. Die Mnematische Bedingu/ng, Die Saite habe an einer be- 
stimmten Stelle einen Knick. Vor dieser Unstetigkeitsstelle sei die 
Elongation der Saite ZJ^ genannt, hinter derselben ü^. Zur Zeit t 
sei die Abszisse der Unstetigkeitsstelle ^ (vgl. Fig. 94). 



1) Diese Tatsache wurde zuerst von Young beobachtet. 

2) Christoffel, Anvali di Mat 8, 1876 



r 




i 



Fig. 94. 
^X 
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Wir nehmen an, daß sie mit der Geschwindigkeit y in Rich- 
tnng der a; -Achse wandert. Drücken wir den Zuwachs, den die 
Ordinate der Unstetigkeitsstelle in der Zeit dt erfährt, auf zwei 
Weisen aas, indem wir diese Ordinate einmal durch CT^, das andere 
Mal durch U^ bezeichnen, so erhalten wir -. 

^d^ + —^-dt^-^d^ + -^fdt{l) 

oder 

7\TT 7\TT 

d. h. die Kombination y ^— + -^7- erleidet beim Überschreiten 

des ünstetigkeitspunktes keinen Sprung. 

2. Die dynamische Bedmgwng. Ein Linienelement d^, dessen 
Endpunkte zu verschiedenen Seiten der Unstetigkeitsstelle liegen, 
erfährt eine endliche y- Komponente der Kraft (vgl. Nr. 128 (6)), 
während die Unstetigkeitsstelle über dasselbe hinwegläuft, nämlich 

Andrerseits erföhrt das Teilchen beim Übergehen vom Teil 2 
auf Teil 1 den Geschwindigkeitszuwachs 

. ldU\ [dU\ 

80 daß der Impulssatz der Mechanik g^d^ = mAu die Form 

annimmt. Hieraus folgt, wenn wir y — = c setzen, 

/dü\ , /dU\ ./dU\ . [dü\ .,. 

OTT riTT 

Also darf auch die Größe c ^ -^ 1- y -^ an der Unstetig- 
keitsstelle keinen Sprung erleiden. 
Bezeichnen wir 



c« 



la«), lax), ~-^' (aJ, (aj,~^' 

80 muß nach (2) und (4) 
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sein. Aus (5) folgt 

y^ = c\ d.h. y = ±c. (6) 

Die ünstetigkeit wandert also mit derselben Geschwindigkeit 
vorwärts und rückwärts, mit der sich überhaupt Transversai- 
erregungen auf der Saite fortpflanzen. 

Des weiteren folgt aber aus (5) 

| = Tc. (7) 

Nun können Q und K ihrer Bedeutung nach aber an irgendeiner 
Stelle zu irgendeiner Zeit willkürlich gegeben sein, brauchen also 
nicht der Bedingung (7) zu genügen. Dann muß die ünstetig- 
keitsstelle als aus zwei entstanden aufgefaßt werden, von denen 
sich die eine vorwärts, die andere rückwärts bewegt. 
Es ist dann 

K^ + K^^K Q,+ Q,--Q 



(8) 



woraus sich K^j E^^ Q^ , Q^ eindeutig ergeben zu 

ir, = i-(ir+|), ö,-|(« + cir). 

Diese Untersuchungen wenden wir auf die Bewegung einer 
Violinsaite an.^) 

Ist U in X und in t linear, so ist der partiellen Differential- 
gleichung jedenfalls genügt. Wir können also, um eine mög- 
liche Bewegung zu erhalten, indem wir die Grenzbedingungen 
berücksichtigen, den Ansatz machen 

Für X ^l muß Z/j = U^ sein, d. h. 

1) Vgl. z.B. H.Weber, Die partiellen DifferenticUgleiehungen d. 
math. Phys., 6. Aufl., 2, S. 214, Braunachweig 1912. 
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Da aber | proportional t sein muß, so folgt 



— «1= «2 = OfC, 



It 



wo of eine willkürliche Konstante ist, und also ^ =*= -r- . Da aber 

die Geschwindigkeit, mit der sich der Unstetigkeitspunkt bewegt, 
gleich c sein muß, so wird l ^ ct^. 
So ergibt (9) 

Z7^ == a (Z — c^) a; , U^ ^ €c(l — x) ct. 
Für den Unstetigkeitspunkt wird 

ü^= U^^Ü=^a(} — ct)l^ = a(;- i)ct 



(10) 



(11) 



Aus (ll) erkennt man, daß der Unstetigkeitspunkt sich auf 
einer Parabel bewegt. 

Für ^ = ist 5 = und C/j = 0; d. h. der Unstetigkeitspunkt 
liegt am Anfang der Saite, die Saite ist in der Gleichgewichtslage. 

Für < = — hat der Unstetig- 



Wtspunkt den ganzen Para- 
belbogen durchlaufen, die Saite 
ist wieder geradlinig. Dann 
läuft die Ecke wieder zurück, 
ist aber nach unten gerichtet 
(vgl. Fig. 95). 

Femer betrachten wir die 




Fig. 95. 



Bewegung eines speziellen Punktes mit der Abszisse x als Funk* 



X 




tion der Zeit. Solange ^ < — ist, gehört der Punkt der Geraden U^ 

4n. Während dieser Zeit steigt der Punkt nach der zweiten For- 
mel (lO) gleichmäßig in die Höhe; von 

1 X ll 

' = — bis ^ = — nimmt er wieder mit 
c c 

konstanter Geschwindigkeit bis Null ab. 
In Fig. 96 ist IT als Funktion der Zeit 
för ein willkürlich gewähltes x aufgetragen. Eine mit dem Bogen 
gestrichene Saite bewegt sich annähernd nach diesem Gesetz.^) 
Der Vergleich der Fig. 96 mit Fig. 90 zeigt, daß die Dar- 
stellung durch die Fouriersche Beihe genau dieselbe ist, wie bei 

1) H. V. Helmholtz, Die Lehre von der Tonempfindtmg, 2. Aufl., 
Brannschweig 1865; Wissenseh. Äbh. 1, Leipzig 1881; Harnack, Math, 
^nn. 29, 1887, S. 486. 
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der gezupften Saite, wenn man nur t mit x und somit die Periode T 
mit 21 vertauscht. 

T sei die Zeit, zu der die maximale Ausweichung stattfindet; 
dann erhält man^) 



00 



„ ^ 2Ä . 2»»»» rT , T -] . 2xmt ,,.. 



m = l 

und das können wir auch in der Form schreiben 



00 



f^ =^ ^ ^. sin -^ sin y - , (120 

m = l 

WO P die Ordinate in der Mitte der Saite bedeutet. 

Auch die Schwingungen von Klaviersaiten, die an einer be- 
stimmten Stelle mit dem Hammer angeschlagen werden, behandelt 
Helmholt z.^) Die Annahme ist die, daß für t = die Saite 
sich merklich in der Gleichgewichtslage befindet, und daß ein 
kleiner Bereich der Saite eine Geschwindigkeit erhalten hat, doch 
hat Kaufmann^) gezeigt, daß die Beobachtungen mit der Helm- 
holtzschen Theorie völlig im Widerspruch stehen, da nicht die 
elastischen Deformationen der Saite am Orte des Hammeranschlags, 
sondern die Spannung der Saite für das Zurückwerfen des Hammers 
maßgebend ist, und er hat auf Grund dessen eine neue Theorie 
entwickelt und mit der Beobachtung verglichen. 

131. Berücksiohtigung der Steifigkeit der Saite. Die Dif- 
ferentialgleichung für die Longitudinalschwingungen Nr. 128 (8) 
ist nicht ganz exakt, da die bei jeder Längendilatation auftretende 
Querkontraktion vernachlässigt ist. 

Um die Longitudinalschwingungen einer Saite oder eines Stabes 
von kreisförmigem Querschnitt zu behandeln, gehen wir von den 
Differentialgleichungen der Elastizitätstheorie in Zylinderkoordi- 
naten r, qp, z aus. 

Aus Gleichung Nr. 125 (6') und (7) folgt, daß divu=6 der 

Gleichung 

^0 = aiiA0 (1) 

genügt, und y rot u = tp genügt nach Nr. 125 (9) der Gleichung 

^rö = ?ii:^Ah). (2) 

1) H. V. Helmholtz, Vorleswngen über die math. Prinzipien der 
AktMtiJc, Leipzig 1898, S. 121. 

2) Ebenda S. 138. 

3) W. Kaufmann, Ann. d. Fhys, u. Chem.bi, 1895, S. 675. 
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Wir erhalten periodische axial-symmetrische Bewegungen, wenn 
wir alle Zustandsgrößen der Exponentialfunktion e*^^*"*"^'^ propor- 
tional setzen und sowohl d<p als d/dq> gleich Null annehmen. Dann 
folgen far & und )n die Differentialgleichungen 

d*tO(p _. 1 dtO(p ^(p _i 7,2 



dr 



^* + T^-7^+*X = 0- W 



Für Am kann man nämlich — rot rot tn setzen, da divh) = 
ist, und es ergibt sich für XO 

», = 0, 2tt)^=-g^--g^, tt. = 0. (5) 

In (3) und (4) ist 

Ä'-|^-y^ fc*=i'^?^4^-J'^ (6) 

Die Gleichung (3) ist die Besselsche Differentialgleichung 0*®', 
(4) die erster Ordnung. 
Da nun 

S=^^ + '-^ (7) 

r dr ^ dz ^ ^ 

ist, so müssen, wenn wir 

8r = Be*^r'+p\ öz = Ze*(y*+^') (8) 



ansetzen, R und Z die Form haben 

A 
dr 



R=A^J^(hr) + OyJ,{hr) 



Z^AiyJ,{hr)^'^^{r-J^(hr)]. 



(9) 



Da der Zylindermantel spannungsfrei sein soll, so müssen TI^ 
und J7 . für r=^a verschwinden, d. h. nach Nr. 105 

TZ f 



(«u - «1«) r^ + aig = 

= 

oder 

/ sddr , f 1 d{rdr) ,d9z\ ^ 

Kl - «12) j,- + «12 {-7 -^r- + -ä^l = ^ 

dSr dSz ^ 

dz' "^ dr ^ ' 



(10) 
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So ergeben sich die beiden Gleichungen 

^[(«n-«u)-d^-i'V^^o(Ä«)] + («ix-««)Cj'^=0 

(li) 

Durch diese beiden Gleichungen ist erstens das Verhältnis A/C 
bestimmt. Eliminieren wir es aber, so ergibt sich die Frequenz- 
gleichung. 

Ist a klein gegen die Wellenlänge, so können wir für «Tq ^^^ 
e7\ die Anfangsglieder der Reihenentwicklungen nehmen 

und erhalten 

l, = y]/^(l--i-^V«*) (12) 



oder 



-Vfi^-'-^y (") 



Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also von der Wellenlänge 
X^^Tt/p ein wenig abhängig.^) 

Das soeben erhaltene Resultat läßt sich nach einer Methode 
von Lord Rayleigh*) einfacher gewinnen, und zwar für Quer- 
schnitte beliebiger Form. 

Zu dem Zwecke wollen wir kartesische Koordinaten einföhren 
und die a;-Achse in die Saitenachse legen. 

Die Verschiebung u^ in Richtung der Saite ist von einer Trans- 
versalverschiebung mit den Komponenten 

begleitet, so daß die kinetische Energie lautet 

.^-/l"l(t)*+.'^'(£Ä)>., (") 

1) Wegen dieser Lösungen vgl. man L. Pochhammer, jQwm^ 
f. Math. (CrelU) 81, 1876, S. 824 und C. Chree, Quart. J. of Math, 21, 
1886. Erweiterung auf Zylinder von nicht-kreisförmigem Querschiiitt 
und anisotropem Material siehe C. Chree, ibid. 24, 1890. 

2) Lord Rayleigh, Theorie des Schalls ^ deutsch von Fr. Neesen, 
1, § 167, S. 266. Braunschweig 1880; vgl. auch A. E. H. Love, Lehr- 
biich d. Elastizität, deutsch von A.Timpe, S. 490. Leipzig u. Berlin 1907. 
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wenn K der Ti^lgheitsradins des Querschnitts bezüglich seines 
Schwerpunkts ist. 

Die potentielle Energie ist 

also ergibt sich nach dem Hamilton sehen Prinzip 



<> 



durch partielle Integration die Gleichung 

/a*U^ 2jr2 ^*^x \ jp^^^x 

Setzen wir 
an, so folgt 

£_„=]/!(i_!-v^) (.6) 

entsprechend (12). 

182. Longitudinalsohwingtingen von Stäben. Für Longi- 
tadinalschwinguogen unterscheiden sich Stäbe nicht von Saiten; 
es gilt also die Diflferentialgleichung Nr. 128 (8) 



U^ __ •'-' ^ _^x 

dt* "" Q dx* 



Nur die Enden können sich anders verhalten. Ist das Ende 
befestigt, so ist dort U^ = 0, ist es dagegen frei, so darf auf die 

Endfläche keine Spannung wirken, also muß dann -ö-* = sein. 

C/ X 

Sind beide Enden fest, so ist (vgl. Nr. 128 (19)) 

00 

^x-2j i^mcos -j-t + B^sm-j- tj sm-^ — (2) 

m=sl 

Die Grundschwingung (m = l) erfolgt so, daß die beiden Enden 
Knoten der Bewegung sind, daß also der Stab als halbe Wellen- 
länge schwingt. Da die Verdichtung durch -k-^ gegeben ist, so 

V X 

folgt, daß für jede mögliche Partialschwingung ein Knoten der 
Verdichtung mit einem Bauch der Bewegung zusammenfällt und 
umgekehrt. 

Weber u. Gans: Report, d. Physik. I. 18 
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Sind beide Ende frei, so muß an ihnen -^ = sein, d. h. es 
wird 



00 



u 



'X 



"Sr^f . mite. , ^ . mnc \ mnx 



^mCos-y-< + -B^sin-p<jcos-^ . (3) 



Die Grundschwingung hat an den Enden Bäuche, in der Mitte 
einen Knoten der Bewegung; der Stab schwingt somit als halbe 
Wellenlänge. Ist der Stab in der Mitte eingespannt, so werden 
damit die Oberschwingungen w = 2, 4, 6 . . . unterdrückt, während 
die Schwingungen w = 1, 3, 5 . . . weiterbestehen können. 

Ist der Anfang des Stabes eingespannt, das Ende frei, so wird 



00 



(A^+i COS ^/ +5»m+i sm 1/ ) sin ^-^^— 

m = 

Die Länge des Stabes ist Y^ Wellenlänge der Grundschwingung. 
Durch Bestimmung der Schwingungszahl n = -^ der Grund- 
schwingung eines in der Mitte eingespannten Stabes ergibt sich 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

X nl /-N 



T 2 

und daraus der Elastizitätskoefflzient nach der Formel c 



Wir werden in der Akustik eine Methode von Kundt kennen 
lernen, auf diese Weise die Schallgeschwindigkeit in festen Kör- 
pern zu messen. 

unter Berücksichtigung der Transversalbewegungen, die mit 
den Longitudinalschwingungen verbunden sind, erhalten wir, ebenso 
wie bei Saiten, die Gleichung Nr. 131 (16). 

133. Transversalsohwingungen von Stäben. Die kinetische 
Energie eines transversal schwingenden Stabes ist 



die potentielle Energie^) 



1) Vgl. Lord Rayleigh, Theorie des Schalls; deutsch von 
Fr. Neesen 1, §160, S. 271. ßraunschweig 1880. 
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So folgt aus dem Hamilton sehen Prinzip 

durch partielle Integration 






fdtfdx[Ejl^^, + ^q~^^^,}6n 



+ 



I 

! t 



J \dx^ dx dx^ Ja?=o 



(3) 



Daraus ergibt sich, daß überall die Differentialgleichung 

dx'^EJdt^ ^ w 

gelten muß, daß an einem freien Ende, wo du und 6 ^ willkür- 
lieh sind, 

^-^ = und ^3 = (5) 

sein müssen, daß dagegen an einem eingeklemmten Ende eines ur- 
sprünglich geraden Stabes u und ^ gegeben, und zwar daß 

{/ X 

u = und 1^ = (6) 

sein müssen. 

Wir können u in der Form ansetzen 

^^ -^^m^m COS (y f^ T^* - 7n) ' (7) 

Dann genügt u^ der Differentialgleichung 

-dx^~^ l^ "»»' W 

deren allgemeinste Lösung 

ffi X tu X tu X tft X 

»n» = -4m cosh -^-+JB^ sinh -y +C^cos^-+D^sm-^- (9) 

ist. 

Sind beide Enden frei, so ergibt (5) für x = 

18* 
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also 

(tu SC tu 0C\ / tu OC fH «EX 

cosh -j- + cos -j-j + B^ (^sinh ^ + sin j-j . (10) 

Die Anwendung von (5) auf die Stelle x = l ergibt aus (10) 
die Oleichnngen 

Ä^ (cosh m — cos m) + B^ (sinh m — sin wi) = 

A^ (sinh m + sin m) + B^ (coshtn — cosw) = , 

woraus erstens die Frequenzgleichung durch Elimination von A/B 

cos m cosh w == 1 (12) 

und zweitens das Verhältnis Ä/B folgt. 

So wird, wenn H^ eine willkürliche Konstante bedeutet, 

U^ == H^ { (sin m — sinh m\ (cosh -^ — |- cos -j-j 

(13) 
+ (cosh m — cos ml (sinh -= — |- sin —j-) \ • 

Für große m läßt sich m genähert in der Form (2v-\-l)n/2 

darstellen, und zwar liegen die iw -Werte abwechselnd etwas über 

und unter diesem Näherungswert. 

Es wird^) ta-ä 

A nnr^r. Differenz 
m. = 4,7300 

* 3,1232 
Wo« 7,8532 

^ ' 3,1424 
m. = 10,9956 

^ 3,1416 

w.« 14,1372 

* 3,1416. 
Wß = 17,2788 

Aus der letzten Kolonne, welche die Differenzen aufeinanderfolgen- 
der Eigenschwingungen angibt, ersieht man tatsächlich, daß diese 
Differenz sehr bald gleich n wird, daß also die höheren Ober- 
schwingungen merklich harmonisch sind. 
Aus (7) folgt die Schwingungszahl 



i^ = ]/- 



gq 2nl* 

Die Schwingungszahlen sind also dem Quadrat der Länge umge- 
kehrt und dem Trägheitsradius direkt proportional. 

184. An beiden Enden eingeklemmter Stab. Differentiiert 
man die soeben gefundene Größe u zweimal nach x und 

1) Lord Rayleigh, Theory of sound 1, § 174. 



1 
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p— , == u', so genügt u' der Differentialgleichung Nr. 133 (8), und 

an den Enden sind u' und ^ = 0, wie nach Nr. 133 (6) ver- 
langt wird. 

Es wird also 

(sin m — sinh m) ( cosh -^ ^^^~i ) 

sinh -= sin -p-J | • 

Die Frequenzgleichung bleibt dieselbe, es treten also dieselben 
Eigenschwingungen auf. 

Die Stellen u = sind die Knoten, ^— — die Bäuche, x— „ = 

osjj dx ex 

die Wendepunkte, ^-^ = die Stellen stärkster Krümmung. 

X 

Wo beim Stabe mit zwei freien Enden Wendepunkte sind, sind 
die Knoten des beiderseitig festgeklemmten Stabes; die Stellen 
stärkster Krümmung des ersteren entsprechen den Bäuchen des 
letzteren. Umgekehrt entsprechen die Knoten resp. Bäuche des 
ersteren den Wendepunkten resp. Punkten stärkster Krümmung 
des letzteren. 

135. Der einseitig festgeklemmte Stab. Für diesen ergibt 
sich in ähnlicher Weise 



U^ = H^ { (sinh m + sin m) (cosh -^ cos -j-j 

sinh -j sin -y- j [ , 



(1) 



wobei aber die Frequenzgleichung 

cosh w • cos m = — 1 (2) 

lautet, welche die Wurzeln ergibt^) 

^ «r^r^ Differenz 
m. = 1,8751 

^ 2,8196 

m^= 4,6947 

^ 3,1601 

mo= 7,8548 

^ 3,1407 

m, = 10,9955 

* 3,1417 

^5 = 14,1372 

3,1416. 
»»6 = 17,2788 

Auch hier nähern sich die Wurzeldifferenzen der Zahl 7t. 



1) Lord Rayleigh, 1. c. § 174. 
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Da durch zweimalige DiflFerentiation der Lösung eine Lösung 
gefunden wird, bei der freies und eingespanntes Ende vertauscht 
sind, so folgt, daß der Abstand der Wendepunkte und Stellen größter 
Krümmung eines einseitig eingespannten Stabes vom festen Ende 
gleich dem der Knoten und Bäuche vom freien Ende ist. 

136. Die Kurvenform schwingender Stäbe. Lord Bay- 
leigh^) berechnet durch eine einfache Umformung von Nr. 133 (13) 
die Kurvenform eines beiderseitig freien Stabes zu 

U„ = 1/2 cos V« sin j?^ - :r/4 + (- l)* ^] 

(1) 

mx mx V -' 

+ sin Y c ' — cos vjr cos y e ' = JP^ + ^2 + -^s 

bis auf einen konstanten Amplitudenfaktor. Hier ist ß ein Maß 
für die Abweichung der Eigenschwingungen vom harmonischen 
Verhalten, indem ,« , ^. 

m = ^^^^ - (- 1)'^ 

gesetzt ist. 

In der Mitte sind \F^\ und \F^\ einander gleich; für gerade v 
verschwindet u^ in der Mitte, es liegt dort für diese Schwingungen 
ein Knoten. 

Lord Eayleigh^) legt u^ als Funktion von x in Tabellen 
nieder, und es zeigt sich, daß die Grundschwingung v = 1 von der 
Form der Fig. 97 zwei Knoten hat, die um 0,2242 der ganzen 

^ ^>s^ Länge von den Enden entfernt 

_/ >v liegen. 

7 ~ \~ Ebenfalls sind die Knoten der 

,^^^ ^-^-^ nächsten Oberschwingungen v = 2 

^'^^'^'^' und v = 3 berechnet. In der Nähe 

der Stabmitte ergibt sich — wenigstens für die höheren Ober- 

Schwingungen — , daß der Abstand benachbarter Knoten , ^ 

ist*); in der Nähe der Stabenden sind die Lagen der Kjioten von 
Seebeck*) und von Donkin^) vermittelt worden. 

137. Saiten und Stabe. Der Unterschied in dem Verhalten 
transversal schwingender Saiten und Stäbe liegt darin begründet, 
daß bei ersteren die äußere permanente Spannung die Verlänge- 

1) L. c. § 177. 2) L. c. § 178. 

3) Vgl. die Messungen von Strehlke, Togg. Ann, 27 und Lissa- 
jous, Ann. de chim. (3), 30, 885. 

4) A. Seebeck, Abh. d. k. sächs. Ges. d. Wiss,, Leipzig 1852. 
ö) Donkin, Acoustics, S. 194. 
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rang zu verhindern sucht, bei letzteren die Steifigkeit einer Biegung 
entgegenwirkt. Der Effekt dieser verschied* nen Einflüsse ist, wie 
wir sahen, daß bei vollkommen biegsamen Saiten die Oberschwin- 
gangen zueinander harmonisch sind, während bei Stäben das nicht 
der Fall ist (genähert nur für die höheren Obertöne), oder anders 
ausgedrückt, daß bei Stäben die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
einer elastischen Störung von der Wellenlänge abhängt. 

Bei Saiten werden in Wirklichkeit stets beide Einflüsse vor- 
handen sein. Berücksichtigt man die Steifigkeit, so wird man auch 
Bücksicht nehmen müssen auf die Botationsträgheit der Teilchen 
der Saite; jedes Querschnittselement wird sich nämlich nicht nur 
senkrecht zur Achse verschieben, sondern auch eine Drehung um eine 
darch den Schwerpunkt senkrecht zur Biegungsebene verlaufende 

Achse ausführen, deren Geschwindigkeit durch x- (ö— ) gegeben ist. 

Es ist also die potentielle Energie infolge der äußeren Span- 

infolge der Steifigkeit {J Trägheitsmoment bzw. einer durch den 
Schwerpunkt des Querschnitts gehenden Achse) 

und die kinetische Energie ist 

^-T/"(f7)''"+l/'''(^)''"- W 

Hieraus ergibt sich mit Hilfe des Hamilton sehen Prinzips 
die Differentialgleichung^) 

aus der die Korrektion der Schwingungszahl n der (y — l)ten Ober- 
schwingung einer Saite der Länge l wegen der Steifigkeit zu 

An _ v*n*J E ,-v 

IT ~" 'n^Y ^ ^^ 

folgt, falls ^,- klein ist.^) Ist der Querschnitt ein Kreis vom 

Radius r, so ist — ■-" -r * 
. ^ 2 ^ 

1) Vgl. C leb seh, Theorie der Elastizität fester Körper, Leipzig 1862. 

2) üonkin, Äcoustics^ Art. 184. In obiger Ableitung ist voraus- 
gesetzt, daß p klein gegen E ist, was immer erlaubt ist. 
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Schwingniigeii yon Membranen. 

138. Die Differentialgleichung der Membran. Eine dünne, 
yoUkommen biegsame Membran sei allseitig durch die Zugkraft p 
gespannt. In der Gleichgewichtslage befinde sie sich in der xy- 
Ebene. 

Da auf die Oberfläche der Membran keine Drucke wirken, so 
gut für jeden Punkt derselben (vgl. Nr. 104 (3) und Nr. 102 (4)). 

^xx ^^ (^^) + ^xy COS (ny) + JT,, cos (nz) = 

n^x ^^ (**^) + ^yy COS (ny) H- JTy, cos (nz) = (l) 

JT,^ cos (nx) + /7,y cos (ny) + J7,, cos (ne) = 0. 

Bezeichnen wir die Verschiebung aus der o;^ -Ebene heraus mit 
w^ so ist 



cos (nx)= — 



dw 

dx 



dw 



COS (nz) 



V^^^f^O' 



dyj 
oder mit Vernachlässigung von Größen höherer Ordnung 

COS (nx) = — ^ , cos (ny) ^ — -~, cos (nz) « 1 . (3) 

Da aber bis auf unendlich kleine Größen 

nxx = Pf ^yy^Py W 

ist (das sind nämlich die durch die Bewegung nur unendlich wenig 
veränderten Gleichgewichtsbedingungen), so ergibt (l) 

SO daß, wenn keine äußeren Kräfte außer p auf die Membran 
wirken, nach Nr. 104 (2) 

^ft^-^Kdx^+dP) ^^^ 

wird. 
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Am Rande muß dauernd 

m; =- (7) 

sein. 

Setzen wir — == c*, so erhalten wir die Gleichung 

-.y, =c«A«;. (8) 

139. Die reohteokige Membran. Ist die Membran ein Recht- 
eck mit den Seiten a und &, und bilden zwei Kanten des Recht- 
ecks die X- resp. ^ -Achse, so ist die allgemeinste Lösung von 
Nr. 138 (8) 

i«; = c«^*«'u, (1) 

wo u der Gleichung 

Au + -" '.- t. == (2) 

genügt. 

Eine Lösung, die die Grenzbedingungen befriedigt, ist 

%v- \v «^ -^ sin -5- 1 (3) 

wo ft wie V jede positive ganze Zahl bedeuten kann. 

Die möglichen Schwingungszahlen bestimmen sich aus der 
Gleichung 

— tI^tti;; (4) 

es sind also doppelt unendlich viele, aber diskrete Eigenschwin- 
gungen möglich. 

Die allgemeinste Lösung lautet demnach 

00 00 

[LUX . vny 



w^ ^ ^^^.sin---sin-^^cos(27rn^-«^^). (5) 

Die Grundschwingung der Membran ergibt sich aus f4 = i/^l. 

Sind a und t inkommensurabel, so erhält man eine Reihe mög- 
licher harmonischer Schwingungen, wenn man für fi und v ein 
Paar relativer Primzahlen nimmt, aus denen sich ein n nach (4) 
berechnet; n, 2n, 3n, . . . sind dann eine Reihe möglicher Schwin- 
gungen. 

Jedes andere Paar relativer Primzahlen gibt eine weitere har- 
monische Reihe, doch ist keine einzige Schwingung der einen Reihe 
harmonisch zu irgendeiner einer anderen Reihe. Dagegen gibt es. 
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wenn a und b kommensurabel sind, Reihen, von denen jede 
Schwingung der einen harmonisch zu jeder Schwingung der 
anderen ist.^) 

140. Enotenlinien. Diejenigen Linien, in denen dauernd 
«; = ist, heißen Knotenlinien. 

So sind die den Kanten parallelen Linien 



und 



a 

X , 


2 a 3a (/x — l)a 


b 


2& Zb {v l)b 

1 9 * • • 9 



Knotenlinien. 

Dadurch wird die Membran in kongruente Rechtecke geteilt, 
für die die Elongation aus der Ruhelage in benachbarten Recht- 
ecken das entgegengesetzte Zeichen hat. 

Der Einfachheit halber soll im folgenden angenommen werden, 
daß die Membran ein Quadrat ist, daß also a = b ist. 

Dann lautet Nr. 139 (4) 



Die Grundschwingung fi = v = l ergibt nach Nr. 139 (5) keine 
Knotenlinien. Setzen wir ft = 2, v = 1 und umgekehrt f* = 1, v=2, 
so wird 

w? = -4.1 2 sin sin — ^ cos {2nnt — «j g) 

"* n " ' (2) 

+ -do 1 sm — sm — - coB(27tnt — cf« i). 

Ist -^2 1 = , so erhält man 

M? =*= Jl^ 2 sin sin — cos {^itnt — a^ g) > (^) 

eine Schwingung, die eine Knotenlinie a; = — hat. Ebenso er- 

hält man für -^j 2 = als Knotenlinie 2/ = "ö"* ^^ A,2^-^s,i 
und cfi 2 "^ ^2 1 ) ^^ kann man schreiben 

w; = -4i 2COs(27rw^— «1 2} 2sm — sm— ^ (cos — -\- cos— -I. (4j 

1) Vgl. H. Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der fM,^- 
Phys., 5. Aufl., 2, S. 245, Braimschweig 1911. 
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Außer den Kanten, in denen tv immer Null sein muß, erhftlt man 
eine Knotenlinie 



cos — + cos — ^ = , 



a 



a 



d.L 



y + x^a (vgl. Fig. 98). 
Ebenso ergibt die Annahme A^ ^^=^ — A^ ^ die Knotenlinie 



nx Tcy ^ 

cos cos — - == , 



a 



a 



d.h. 



x^y 



(vgl Fig. 99). 



Ohne spezielle Annahme über das Amplitudenverhältnis ^^ JA^ ^ 
lautet die Gleichung der Knotenlinie nach (2) 

(5) 



ny nx 

COS — ^ = f cos — 
a a 



Zusammengehörige Werte von x und y ergeben sich leicht aus 
einer trigonometrischen Tafel. Da wir x und y miteinander ver- 



_ IUI 



Fig. 98 n. 99. 



Fig. 100. 



Fig. 101 n. 102. 



tauschen können, ist die Allgemeinheit der Untersuchung nicht 
verletzt, wenn wir « < 1 annehmen. Die Diskussion ergibt: Die 
Kurve hat zwei kongruente Hälften, geht durch den Mittelpunkt 
des Quadrats, steht auf den Kanten, die sie trifft, senkrecht und 
hat im Zentrum einen Inflexionspunkt (Fig. 100). 

Für fA=2 oder für v = 2 ergeben sich die Knotenlinien x = a/2 
resp. y = a/2 (Fig. 101 und 1 02). Für fi = 1 , v « 3 oder ft = 3, 
v = l findet sich eine Diskussion der Knotenlinien z.B. bei Web er ^) 
mit dazugehörigen Figuren für verschiedene Weiie von 6. 

141. Ereisförmige Membran. In Polarkoordinaten schreibt 
sich die Gleichung Nr. 138 (8) unter der Annahme, daß die Ab- 
hängigkeit von t durch den Exponentialfaktor e^^*^* und die Ab- 
hängigkeit von (p durch e*f*^ ausgedrückt ist, in der Form 









(1) 



1) H. Weher, IHe paHidlen Differentialgleichungen der maih.Phy 8., 
ö. Aufl., 2, S.260, Braunschweig 1911. 



284 Kapitel ni. Dynamische Probleme der Elastizitätstheorie 



deren Lösung 



ist. 



w 



= \'^ C" ') 



(2) 



Hier bedeutet J^ die B esse Ische Funktion /«-*•' Ordnung erster 
Art. n bestimmt sich daraus, daß 



J,{^) = o 



(3) 



sein muß. Die dieser Bedingung genügenden Werte nennen wir 



V,l' **iu,2» • • • J ^/u,y 9 • • • • 



Dann ist die allgemeinste Lösung 



00 



00 



V V^^(?!^^)4^^eos(2««,,*-«,,)sinK9>-^,J. (4) 






Knotenlinien einer Partialschwingung sind die 2 fi Badien q> — ß 






(ä = 0, 1, 2, ..., 2fi — l) und die konzentrischen Kreise 




2nnf,vr 



= 1 



flV 5 



(5) 



WO i^ y eine Wurzel von 
*^u (^) = ist, die klei- 



ner 



- 2^ flu >ö . . 

als ~ — ist 



2f66 






3J6 



(0,610) 




3,60 3,65 

(0,278 0,638) 



4,06 
(0,654) 
Fig. 103. 



4,15 



Numerische Angaben 
über die Wurzeln fin- 
det man in einer Arbeit 
von Bourget^); man 
beachte vor allem die 
Funktionentafeln von 
Jahnke und£mde'). 
In Fig. 103 findet 
man die Elangfiguren 
der tiefsten Töne einer 
kreisförmigen Mem- 
bran nach Lord Ray- 
lei gh gezeichnet. Die 



Zahlen bedeuten die Schwingungszahlen der erzeugten Töne, be- 
zogen auf den Grundton als Einheit; die eingeklammerten Zahlen 



1) Bourget, Awn. de Vecole normale, 3, 1866. 

2) E. Jahnke u. F. Emde ^FfmkHanentafeln, Leipzig u. Berlin 1909. 
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sind die Radien der kreisförmigen Knotenlinien, bezogen auf den 
Membranradius als Einheit. 

Den Einfluß einer kleinen Belastung der Membran diskutiert 
Lord Bajleigh^) ebenso wie eine kleine Abweichung von der 
Kreisform. *) 

Es ist zu beachten, daß bei allen erwähnten Problemen über 
die Schwingungen von Membranen eine Enotenlinie befestigt und 
als Randlinie gewählt werden kann, ohne daß die Schwingung auf- 
hört, möglich zu sein. So ergibt z. B. die Formel für die Schwin- 
gungen einer quadratischen Membran, die eine Diagonale als Kno- 
tenlinie liefert, zugleich die Schwingungen eines rechtwinklig- 
gleichschenkligen Dreiecks. 

Schwingende Platten. 

142. Die potentielle Energie einer gebogenen Platte.') In 
Nr. 115 S. 241 haben wir einen Balken betrachtet, auf den die Span- 
nungen JT,^ = n^^y = JT,y = 77,, = Ily^ = 0, n„ = — «a; wirken. 
Biese Spannung wird hervorgerufen durch ein Drehmoment an den 
Enden des Balkens um die ^ -Achse von der Größe 



\-«ß 



x^dx 

pro Längeneinheit in Bichtung von y. 

Wir wollen jetzt erstens die Buchstaben z und x vertauschen 
und die Dicke in Bichtung von z als unendlich klein annehmen. 
Wir haben es dann mit einer Platte zu tun ux^d erhalten 

71,,== — az 

3l^^aJzUz 

und für die Verschiebungen, wenn wir ihnen den Index 1 geben, 
nach Nr. 115 (6) 

Sx^^ — ^ xz 

^y.-^iy^ (2) 



^E 



1) Lord Eayleigh, Theory of sound, 1, §208. 

2) Ibid. § 209. 

3) Vgl. Kelvin und Tait, Not. Fhil., 2, p. 266. 266. 
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Existiert außerdem noch ein analoges Drehmoment um die 
oj -Achse, welches durch die Spannung H == — ßz hervorgerufen 
ist, und das demnach den Wert 



K-ßß 



hat, auf die Längeneinheit in Bichtung yon x bezogen, so bewirkt 
dieses die Deformationen 

ÖX^^' (i-^ xz 

6y,=---^yz (3) 



^^2 = /iR^{y^ + M^ — t^^^)' 



2E 

Sind beide Drehmomente gleichzeitig vorhanden, so berechnet 
sich die resultierende Verschiebung nach dem Superpositionsprinzip 
als Summe der in (2) und (3) ausgedrückten Verschiebungen als 

äy = f (f.« - ß) (4) 

und daraus die Deformationsgrößen (vgl. Nr. 101 (5)) 

y, = J (f*a - ß) (5) 

2/, = ^X = ^y==0. 

Setzt man diese Werte in die Formel Nr. 103 (22) für die 
Dichte o der elastischen Energie ein, so erhält man, wenn man 
berücksichtigt, daß nach der dritten Gleichung (4) die beiden 
Hauptkrünunungen der deformierten Platte sich als 

E, E ' B^ E ^ ^ 

ergeben, das Resultat 
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CO 



_ g' E (/l 1 \« 2(l-ft)| 

2 (1 - ,1«) l V iJ, "^ JB, / B,Ä,i' 



(7) 



Tiiid wenn wir über das ganze Volumen der Platte, d. h. über & von 
— ä/2 bis + ä/2, sowie über x und ^ integrieren, 

^=ii^/((ir+i)"-'4#l^- w 

Diese Formel gilt allgemein für die potentielle Energie einer 
gebogenen Platte, da es gleichgültig sein muß, wie bei einem Plat- 
tenelement die betreffenden Spannungen erzeugt werden. 

Führen wir anstatt J^i und i^2 mit Hilfe der dritten Gleichung (4) 

-^— ^ und ^ g ein, ersetzen 6z durch w und wählen ein anderes 

Koordinatensystem a?, «/, dessen Achsen nicht gerade in die Haupt- 
normalschnitte fallen, so daß 

wird^), so erhalten wir schließlich für die potentielle Energie 



(9) 



143. Die Bewegungsgleichung und die Grenzbedingungen. 

Außer der potentiellen Energie Sl können wir auch die kinetische 
Energie T berechnen und zwar ist i 



^= ' '/(^■''«■ 



(i) 



Somit läßt sich das Hamiltonsche Prinzip an- 
wenden. 

Die Umformung durch partielle Integration 
ergibt, wenn man die äußere Normale n einführt, 
deren Neigung gegen die a;- Achse -Ö* heißen möge, 
^d wenn man s in der Eichtung positiv wählt *^* 

(vgl. Fig. 104), daß n und 5 ebenso liegen, wie x und y, unter Be- 
rücksichtigung der Beziehungen 




1) 



' + ' 



und 



heißen nach G auß die mittlere und totale 



Krümmung der PJäche im betrachteten Punkte; vgl. z.B. E. Pascal» 
Bepertorium der höheren Mathematik 2 S. 487. 
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d^to ddw . ^ , ddw 

-^ — = 5— sm %^ -f- -^ — cos %• 

ox CS ' dn 

d9w d9w ^ , d9w . _ ^ ^ 

*= -ö— cos -^ + ^ — sm -^ 

erstens die Differentialgleichung 
oder abgekürzt 

Ist der Rand frei, so daß dort 8w und -0 — willkürlich sind, so 
kommen die Grenzbedingnngen hinzu 



dtkW , /^ V 5 i /d*w d*w 



\w . .. . d i/d^'w d^w\ . ^ ^ 

+ Ä-(cos**-8ii«^)|=0 
dxOy^ '] 



(4) 



und 



^'m? 9^ . d*w 



l^t^w + (1 - fi) (^, cos«'^ + ^ sin» ^ 
+ 2 ^- sin ^ cos -Ö- =« 0. 



(5) 



Ist dagegen der Rand eingespannt, so sind die Bedingungen (4) 
und (5) zu ersetzen durch 

«; = und 1^ = 0. (6) 

dn ^ ^ 

Für eine rechteckige Platte gehen die Gleichungen (4) und 
(6)m 

A[A»+(i-.)|;3-o 

über für die Kanten, die senkrecht zur rc -Achse liegen, w&hrend 
die an den anderen beiden Kanten gültigen Gleichungen aus (7) 
durch Vertauschung von x und y hervorgehen. 

Hierzu kommt in den Ecken des Rechtecks noch die Bedingung 

.-^ = (8) 

oxoy 

hinzu. 



144. Kreisförmige Platten 289 

Diese letzte Bedingung hat Kirchhoff ^), der zuerst die voll- 
ständige Theorie der Transversalschwingungen von Platten gab, 
übersehen; sie ist zuerst von Lamb^) bemerkt worden. 

Die Integration der Differentialgleichung (3) für das Rechteck 
bot noch vor kurzem unüberwindliche Schwierigkeiten auBer bei 
Platten, deren Bänder ringsum „gestützt^^ sind, oder bei denen 
zwei gegenüberliegende Bänder frei, die anderen beiden dagegen 
„gestützt" sind, für die Voigt*) das Problem löste. Erst Bitz*) 
gab eine neue Integrationsmethode, nach der man die Schwingungen 
and Klangfiguren einer freien rechtecki-gen Platte berechnen kann. 
Dieselben stimmen mit den Angaben von Ohladni^) über die 
Tonhöhen und den Beobachtungen von Strehlke^) über die Kur- 
Tenform der Klangfiguren genau überein. 

Die Bitzsche Methode besteht darin, daß er nicht von der 
Differentialgleichung und den Grenzbedingungen, sondern direkt 
vom Prinzip der kleinsten Wirkung ausgeht, indem er das Varia- 
tionsproblem genähert durch ein Maximum- und Minimumproblem 
mit einer endlichen Anzahl Parameter ersetzt. 

144. Kreisförmige Platten. Wesentlich einfacher als das Pro- 
blem der quadratischen ist das der kreisförmigen, und infolgedessen 
ist dasselbe auch als erste hierher gehörige Aufgabe von Kirch - 
hoff ^) gelöst worden. 

Setzt man in der Differentialgleichung Nr. 143 (3') w in der 
Form 

w = Z76*^*"' (1) 

an, so erhält man 

AAU—k^U^O, (2) 

wenn zur Abkürzung 
gesetzt ist. 



1) G. Kirchhoff, Crelles Journal 40, 1850, S. 61. 

2) H. Lamb, Lond. Math. Soc. 21, 1890, S. 70. 

3) W. Voigt, Gatt. Nachr. 1893, S. 225. Unter einer gestützten 
Platte versteht man eine solche, bei der die Befestigung am Rande 

derart ist, daß dw = Oy -^ — aber willkürlich ist. 

4) W. Ritz, Ann. Fhys. (4) 28, 1909, S. 737. 

5) E. F. F. Chladni, Akustik, Leipzig 1802, S. 138. 

6) F. Strehlke, Pogg. Ann, 95, 1855, S. 677; 146, 1872, S. 319. 

7) G. Kirchhoff, Crelles Journal 40, 1860; Pogg. Ann. 81, 1860; 
siehe auch Vorlesungen über math. Phys. 1, S. 469, 4. Aufl., Leipzig 1897. 

Weber u. Gans: Bepert. d. Physik. I. 19 
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Durch Einführung von Zylinderkoordinaten r, & gehen die 
Grenzbedingungen Nr. 143 (4) und (5) in die für r = a gültigen 
Gleichungen 

und • 



über. Setzen wir für w eine Entwicklung nach der Fouri er sehen 
Reihe in der Form 



00 



Cr=^Cr, cos(vd-y,) (6) 

to =0 

an, so lauten die Grenzbedingungen 

Die Differentialgleichung (2), die auch 

{A + k^){A-k^)U^O (9) 

geschrieben werden kann, muß für jeden Term der Fouri er sehen 
Reihe erfüllt werden, und geht deshalb über in 

(^ + 7 ^ - r! + *■) (^ + 7 .4 - ,-: - '•) ".=0. (.0) 

Setzen wir 

A0 + k^Q^O (11) 

AW — k^W-^0 (12) 

und 

8^0+ W (13) 

D « 0) - jp, (14) 

so ergibt sich durch Addition resp. Subtraktion von (ll) und (12) 
mit Benutzung von (13) und (14) 

AS + k^D=^0 (15) 

AD+k^S^O (16) 

und somit 

AAS + k^AD ^AAS-k^S^O. (17) 
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Ebenso ist 

AAD + k^AS - A AD — Ä^i) = ; (18) 

S und D sind also Integrale von (9), also auch <Z> und W selbst. 
Bekanntlich sind aber 

O - J,(kr) 
und (19) 

die für r = endlichen Integrale von (ll) und (12), wenn J^ das 
Integral erster Gattung der B es s eischen Differentialgleichung 
V*®' Ordnung bedeutet. 

Somit lautet das allgemeinste Integral von w 



00 



w =-^C^cos{v&—y^){J^(kr) + l^J^(ikr)}cos(2rtnt-r^). (20) 



»=o 



Bie Enotenlinien der durch (20) dargestellten Transversalschwin- 
gungen sind die Radien 

cos(v'^--yJ = (21) 

und die Kreise 

J,{kr) + l,J,{ikr) = 0. (22) 

Für einen bestimmten Wert v gibt es also 2v symmetrisch um 
den Mittelpunkt verteilte Eadien, in denen keine Bewegung statt- 
findet. Welche Eadien das sind (d. h. welchen Wert y^ hat), hängt 
von der Art der Einspannung der Platte und der Erregung der 
Schwingungen ab. 

Nach (7) und (8) ergeben sich k und X aus den Gleichungen 

_ v^{ii — l)[kaJ;{)ca)—Jy(ka)]—Va^j;{ka) 



v*(fi — 1) { ikaJ^\ika) — J^{tka) ] + ik^a^J^\ika) 

_ {ll -1) { kaJ^\ kä) — v^J^jka)} -^k^a^J^jka) ^^^^ 

(ji — 1) { ikaJy{ika) — v*J^{ika) } -\-k*a*J^{ikä) 

Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen (23) die Größe A, 
so erhält man eine transzendente Gleichung für die Werte k bei 
gegebenem a. 

Für V = 0, d. h. wenn keine radialen Knotenlinien vorhanden 
sind, geht (23) in 

2(l-^ + i,a^+lca^ = (24) 

Über. 

19* 
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Nach Messungen von Strehlke^) sind for v = die Knoten- 
linien durch folgende Tabelle gegeben ^), falls a « 1 gesetzt ist, 





Beob. 


Her. 


Ein Kreis 
Zwei Kieise 

Drei Kreise 


0,67 815 

0,39 133 
0,84 149 

0,25 631 
0,59 107 
0,89 360 


0,68 062 

0,39 151 
0,84 200 

0,25 679 
0,59 147 
0,89 381 



Ebenfalls finden sich bei Lord ßayleigh Vergleiche der 
Kirchhoff sehen Theorie für v + mit Beobachtungen von 
Strehlke, die sehr befriedigend sind. 

Nach Ohladni macht man die Knotenlinien von Platten da- 
durch sichtbar, daß man die etwa in der Mitte eingespannte Platte 
mit Sand bestreut und dann am Bande mit einem Violinbogen an- 
streicht. Der Sand wird in den Knotenlinien liegen bleiben, da- 
gegen an den anderen Stellen fortgeschleudert werden. 



B. Hydrodynamik. 

Kapitel I. 

Bewegnngsgleichnngen und allgemeine Sätze. 

145. DieBewegungsglelohungen. Man erhält die Bewegungs- 
gleicbungen der Hydrodynamik, ebenso wie die der Elastizitäts- 
theorie aus den Prinzipien der Mechanik. 

Ist Q die Dichtigkeit der Flüssigkeit, t) die Geschwindigkeit, 
f die auf die Masseneinheit wirkende Kraft, dg eine virtuelle Ver- 
schiebung, so lautet das d'Alembertsche Prinzip 

f^(^-^,ös)dS+f(n„;H)dc-o. (1) 

In dieser Gleichung bedeutet -zj die Geschwindigkeitsänderung 

in einem materiellen, d. h. an der Bewegung teilnehmenden Punkte, 
ist also wohl zu unterscheiden von der zeitlichen Änderung des 

Vektors ö an einem festen Eaumpunkte, die wir mit -^ bezeichnen 

1) Strehlke, Pogg. Ann. 95, 1866, S. 577. 

2) Vgl. Lord Rayleigh, Die Theorie des Schalles; deutsch Ton 
Fr. NeeBen, 1, Braunschweig 1880, S. 399. 
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wollen. Da t)^ = t)^(x, y, jJ, t) ist, so gilt z. ß. 



dt dt '^ dx dt '^ dy dt "^ dz dt 



(2) 



f ist die Kraft auf die Masseneinheit und J7„ ist ein Vektor, welcher 
den von außen ausgeübten Druck auf ein Flächenelement da der 

Flfissigkeitsoberfläche mit der äußeren Normalen n bezeichnet, 6^ 
ist der Yerschiebungsyektor dieses Oberflächenelements. 

Unter der Kontinuitätsgleichung versteht man die analytische 
Beziehung, welche ausdrückt, daß in einem beliebigen Eaumteile 8 
eine Zunahme an Masse nur durch Einströmen durch die Ober- 
fläche 6 des Baumteiles S stattfinden kann. 

Nennen wir ein Flächenelement der Oberfläche des Raumteiles 
da, die äußere Normale n, so strömt nach innen in der Zeitein- 
heit — j Q)D^da, Dadurch wird eine Massenzunahme 1 -^ clS 
hervorgerufen, und es muß also 

sein. Der Gaußsche Integralsatz ergibt hieraus 

|j + div ^t) - (4) 

oder in kartesischen Koordinaten 

Hierfür darf man auch 

äT ■*" ^ \dx ■+" Ji 

schreiben, wenn man unter ^ die totale Änderung ^7 + ö~ ^x 

+ ö— K + Q ^ Ö, versteht. 
dy y dz * 

Die Gleichung (4) ist eine Nebenbedingung für die Verschie- 
bungen; sie ist im allgemeinen nicht holonom.^) 

1) Wegen des Begriffs „holonom" vgl. man Nr. 36 8. 67. Über 
die Bedeutung dieser Nebenbedingung für die Hydrodynamik vgl. 
man A. Brill, Jähresher. d. deutsch. Math, -Vereinig. 8, 1900, S. 202 
^d MaOh. Ann. 5S, 1904, S. 473 Fußnote. 



+ ^ (t + 1? + 1") = « (^") 
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Ist die Flüssigkeit inkompressibel, also ;jf = 0, so haben die 
virtuellen Verschiebungen der Gleichung 

^/^ + |^ + ^' = (5) 

dx ^ dy dz ^ ^ 

zu genügen. 

Multiplizieren wir (5) mit pdSj integrieren über den Baum S 
und subtrahieren dieses Integral von (1), so erhalten wir 

In dieser Gleichung sind öx^ dy^ öz voneinder unabhängig, 
p ist Lagrange scher Faktor, und wir erhalten durch partielle 
Integration des letzten Gliedes des Baumintegrals 

/? &t - ^') + ?l) «^^ ^^ +/'Ä> ^) ^ « -JpS^ndc = 0, (7) 
aus dem die Bewegungsgleichung 

It^^^^Jx W 

folgt, wenn wir 

^ = ±^ (9) 

dx Q dx ^ ' 

setzen. Hier bedeutet nach Nr. 102 p einen auf jedes Flächen- 
element der Flüssigkeit wirkenden normalen Druck. Die Konti- 
nuitätsgleichung ist also dem Vorhandensein einer Zwangskraft 
äquivalent, die sich als Druck darstellt. 

Ferner gilt an einer freien Oberfläche, an der 6 ^ willkürlich ist, 

l)cos(w,a;)==JT„^, (10) 

usw. 

während an einer starren Wand die Normalkomponente ö^ der 
Flüssigkeit gleich der der Wand sein muß. 
Mit Hilfe von (2) wird (8) 

dt ' dx ^ y dy * dz '* q dx ^ ^ 

Bei kompressiblen Flüssigkeiten wird bei Komprimierung eine 
Arbeit geleistet. Diese ist, wenn die Flüssigkeit ideal, d. h. nicht 
reibend ist, einfach der Volumänderung proportional, so daß die 
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virtuelle Arbeit dieser Kraft auf das Volum element dS sich in der 
Form schreibt 



d'Ä^pödS^p {j^ + "') 



dS. 



Es ergibt sich also die Bewegungsgleichung, wenn wir diesen Term 
im d'Alemb er t sehen Prinzip (Gleichung (1)) zu f, ^S addieren. 
Im allgemeinen Falle haben also die BewegungsgleichuDgen die- 
selbe Form wie bei inkompressiblen Flüssigkeiten, nur ist hier q 
nicht mehr konstant, sondern eine Funktion des Druckes p 

Q - fiP)- (12) 

So kann man die Funktion P =^ j — fiir tropfbar flüssige und 

gasförmige Medien bilden, sobald nach (12) die Abhängigkeit der 
Dichte yom Druck bekannt ist. 

Für tropfbar flüssige, kompressible Medien ist z. B. 

^ = l + ^(i>-lJ„), (12-) 

WO fi der Kompressibilitätskoeffizient (vgl. Nr. 103 (160 und Nr. 109) 
heiBt, also ist 

p p 

dp 



P 



J Q J Qo 



(i + /^(p-i>o)) 

" , " (13) 

während bei inkompressiblen Flüssigkeiten, bei denen p so klein 
bleibt, daß q als konstant (=^o) ai^g^sehen werden darf. 






durch — — ~ oder bei anderer Wahl der Integrationskonstanten 

durch — zu ersetzen ist. 
9 

Bei Gasen kommt es wesentlich auf die Temperaturänderungen 
an, welche die Druckänderungen begleiten. Wir betrachten zwei 
wichtige Grenzfälle. Erstens nehmen wir an, daß die Druckände- 
rungen so langsam erfolgen, daß der Vorgang isotherm vor sich 
geht. Dann ist nach dem Boy leschen Gesetze 

p^^Q und P=f^lg|-- (14) 



296 Kapitel I. Bewegungsgleichungen und allgemeine Sätze 

Geht andererseits die Druckänderung so schnell vor sich, daß die 
hierhei auftretenden Wärmemengen nicht in die Umgehung ent- 
weichen können, so ist der Vorgang adiahatisch, und es gilt für ihn 



-o 



' „.a p_£.«£l=ij, (16) 

k 



WO Ä «= -^ das Verhältnis der spezifischen Wärme bei konstantem 



Cv 



Druck zu der bei konstantem Volumen bedeutet. Ä; hat für ein- 
atomige Gase den Wert 1,67; für zweiatomige Gase wie z. B. Luft 
ist Ä;=-l,40. 

Aus den drei Differentialgleichungen (8), der Eontinuitätsglei- 
chung (4') und der Beziehung zwischen q und p lassen sich die 
fünf Größen ü^, t» , Ö,, Qj p bestimmen unter Hinzuziehung der 
Grenzbedingungen. 

Die Bewegung eines Flüssigkeitsteilchens folgt dann durch In- 
tegration der Gleichungen 

Hierdurch werden x^ y, z als Funktionen der Zeit und der An- 
fangswerte der Koordinaten a, hj c bestimmt. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung in der Form (8) 
heißen die Eul ersehen Gleichungen.^) 

146. Die Lagrang eschen G-leichungen. Während die 
Euler sehe Form der Gleichungen die Geschwindigkeit als Funk- 
tion des Orts und der Zeit betrachtet, d. h. das Geschwindigkeits- 
feld in seiner zeitlichen Änderung darzustellen sucht, somit in 
jedem Augenblick nur die Tangente der Bahn eines Masseteilchens 
gibt, und erst durch Integration der Gleichungen Nr. 145 (16) die 
Bahnkurve eines Massenteilchens bestimmt ist, schließt sich die so- 
genannte Lagrangesche Form der Bewegungsgleichungen, die 
übrigens auch von Euler ^) stammt, mehr an die Mechanik dis- 
kreter Massenpunkte an. Es wird hier direkt die Aufgahe gestellt, 
die Koordinaten Xj y, z eines Massenelements als Funktionen von i 
anzugeben. 

1) L. Eul er, Hist de VAc, de Berlin 1755. 

2) L. Eul er, Novi Comm, Acad. Petrop. 16, 1769, p. 1. — La- 
grange, Miscellanea Taurineusia 2, 1760; Oeuvres 1, Paris 1867—92; 
Nouv. mem. de Vacad, de Berlin 1781, Oeuvres 4; Mecanique Änalyti- 
que § 18. 
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So wie in der Mechanik diskreter Massenpunkte die einzelnen 
Massenpunkte durch Indizes unterschieden werden müssen, kenn- 
zeichnet man hier das Massenelement durch drei Größen a, 2>, c, 
die z.B. die Anfangswerte von x^yyZ sein können, und es sind dann 
x^ y^ z als Funktionen yon a, 2), c, i darzustellen, a, &, c, t sind also 
die unahhftngigen Yariaheln. 

Man multipliziere die Gleichungen (8) der Nr. 145 

• ^ - f.) — Ä (') 

usw. 

resp. mit t^-» ö-^i o- iind addiere: dann erhält man 
^ da^ oa^ da ' 

ld'x_ \dx (d'y _.\ dy fd^ _.\ dz l^dp _ 
\dt^ W da ^ \dt^ V da ^ \dt* 'V da ^ q da ^' 

ehenso durch Multiplikation mit x-^, ^^, ^j- resp. ö~~> ö"^> ö~ 
l'^- ? "i ^^ a. /^> _ f \ ^_y 4_ (^^ —i\dli 

\dr Waft'^w*' Va6"^Ue« ^'Jdb^Qdb 

\d««" W de "^ U«'" V äc "^ Ue* W ac "^ ^ äc ""^• 

Hat die Kraft auf die Masseneinheit f^ ein Potential F, d. h. 

dV 
ist f « — -TS— usw. , so wird einfacher 

^ a& + ^ a6 + ^ a6 + aft + p a6 ^ w 

.. a« , .. ay , • a^p , aF , 1 ap ^ 

de ^ de de ^ de * Q de 

Die Kontinuitätsgleichung lautet: Das Iniegrall I I q dx dy dz^ 

bezogen auf einen hestimmten Teil der hewegten Masse, ist von 
der Zeit unahhängig. Führen wir anstatt der x^y^ z die a, ^, c 
ein, so werden die Grenzen von der Zeit unabhängig, und man 
erhält 

JjJ ^G'dadhdc^ 



^^^ = 
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wo S die Funktionaldeterminante 






dx dx 
da' db' 


dx 
de 


e = 


dy dy 
da' db' 


dy 
de 


ist. Es ist dann 


dz dz 
da' db' 


dz 

de 



(i) 



dt 



Q&^O 



(ö) 



oder 

die Kontinuitätsgleichung. 

Sind die a, b, c nicht Funktionen der Anfangswerte, sondern 
die Anfangswerte selber, so gilt für ^ «= 






= 1 



da ^'db ^'de 
also 0Q =— 1 und somit anstatt (5) 

= 



dx _^dx _dy _dy _ dz _ dz _ ^ 
db de da de da db ~ ' 



Q 



(50 



Ist die Begrenzung des betrachteten Flüssigkeitsfeldes fest vor- 
geschrieben, so werden die Eul er sehen Gleichungen den Vorzug 
verdienen, da rr, y, z in ihnen einen konstanten Bereich haben. Ist 
dagegen die äußere Begrenzung variabel, und betrachtet man die- 
selben Flüssigkeitsteilchen im Laufe der Zeit, so wendet man besser 
die Lagrangesche Form an, da dann die a, &, c einen unveränder- 
lichen Bereich haben. ^) 

147. Hydrostatik. Im Gleichgewichtszustande ist t) == 0; 
also geht die Gleichung Nr. 145 (8) für inkompressible Flüssig- 
keiten, auf die nur die Schwerkraft wirkt, in 

dp 



(1) 



über, wenn die ;? -Achse vertikal nach unten gerichtet ist. 

Bezeichnet Pq den Atmosphärendruck, und liegt der Nullpunkt 
des Koordinatensystems in der freien Oberfläche, so ergibt sich 



P=^Po + Qff^' 



(2) 



1) H. Web er , Die partiellen Di/ferentialgleiehungen der nuxth. Fhys,, 
6. Aufl., 2, S. 417, Braunschweig 1912. 
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Diese Gleichung erfüllt auch die Grenzbedingung, welche fordert, 
daß in der freien Oberfläche P==^Pq sei. 

Aus (2) folgt, daß der hydrostaMsche Druck einer Flüssig- 
keitssäule der senkrechten Höhe h den Betrag 



P—Po^Qg^ 



(3) 



hat. Im Falle eines Barometers (vgl. Fig. 105) ist der Druck bei 
i gleich Null, dagegen bei B gleich dem Atmosphärendruck p^^ 
so daß, wenn bei -4. iSf = gewählt wird. 



also 



P^qgz 
P-Pol: 



(4) 



(5) 




im Innern des Eohrs sresetzt werden muß, um die 
Grenzbedingungen an beiden Oberflächen zu erfüllen. 

Für Quecksilber von 0® ist q = 13,596; unter 45® geogra- 



phischer Breite hat g den Wert g = 980,6 



cm 
aec* 



Eine Atmosphäre 



entspricht dem Quecksilberdruck von A » 76 cm Höhe, also ist 
nach der zweiten Gleichung (4) 

13,596 . 980,6 -76=1013 200 ^, • (6) > 



atm 



cm 



Halten sich in kommunizierenden Röhren, z. B. 
im Z7-Rohr der Fig. 106 zwei Flüssigkeiten der 
Höhen AB = \ und BG^^h^ und der Dichten q^ 
und ^2 das Gleichgewicht, so muß nach (4) 



KQi^^2Q2 



(7). 




Fig. 106. 



sein, d. h. die Dichten sind den Höhen umgekehrt 
proportional. Auf diese Weise lassen sich spezifische 
Gewichte nicht mischbarer Flüssigkeiten vergleichen. 

Genau genommen ist auch noch der Druck der Luftsäule 
CD = Äj — Äg der mittleren Dichte X zu berücksichtigen, es ist also 



oder 






(70 
(8) 
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Aus Gleichung (3) folgt auch das sogenannte hydrostatische 
Paradoxon^ daß der gesamte Bodendruck einer Flüssigkeit derselben 
Höhe in Gefäßen von gleicher horizontaler Bodenfläche 6 denselben 
Wert 

g = Qgha (9) 

hat, trotzdem die Flüssigkeitsmengen verschieden sind (vgl. Fig. 107). 
Ebenso jergibt sich, '^ daß in Jcommtmizierenden Bohren (vgl. 








A 
1 

• 

1 















y^-\ 


1 

y 





Pig. 107. 



Pig. 108. 



Fig. 108) die Flüssigkeit in beiden Schenkeln verschiedener Form 
gleich hoch steht. 

148. Aerostatik. Für die Kenntnis der Abhängigkeit des 
Luftdrucks von der Höhe ist die Berechnung des Drucks in einer 
vertikalen Gassäule der Temperatur t von Interesse. 

Nach den Gleichungen Nr. 145 (8) und (14) ist 



s-^s— - 



(!) 



wenn die ä^ -Achse vertikal nach oben gerichtet ist und p^ und q^ 
Druck resp. Dichte in der Horizontalebene ;sr = bezeichnen. 
Aus (1) folgt 

go ff 

P-P,e "'', (2) 



und da nach Nr. 145 (14) p/p^ = q/qq ist, so ergibt sich für die 
Dichte 

q-qJ"'. (3) 

Formel (l) bildet die Grundlage für barometrische Höhen- 
messwngen\ die Höhendifferenz zweier örter der Höhen ^^ undÄj, 
deren Luftdrucke p^ resp. p^ sind, ist nach (l) 



Äg— Äi 






(^) 
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Nach Nr. 147 (6) ist ^'-13,596-76; ferner ist für 0® 

Oft = 0,001 293. Daraus ergibt sich der numerische Wert -^ 

= 799300, falls h in Zentimetern gemessen wird. Geht man von 
den natürlichen zu gewöhnlichen Logarithmen Über und mißt h 
in Metern, so wird 

Ä2 -7^« 184001g ^^. (5) 

In dieser Formel ist die Temperatur der ganzen Säule als 0^ an- 
genommen worden. Ist die Temperatur Funktion der ^ Höhe, so 
müßte man sie zur genauen Berechnung kennen; in Ermangelung 
dieser Daten rechnet man so, als ob die Temperatur konstant 
wäre und zwar den mittleren Wert t zwischen den beiden Ortern 
habe, und muß dann wegen der Veränderlichkeit von Qq mit der 
Temperatur nach dem Gay-Lussacschen Gesetze in (5) noch 
den Faktor 1 + at hinzufügen, wo a — 0,00367 ist, so daß (5) 

Äj — Äi - 18 400 (1 + at) log ^ (6) 

Pi 

lautet. 

Die Korrektion wegen der geographischen Breite, die g be- 
einflußt (vgl. Nr. 71 S. 144) und wegen der Luftfeuchtigkeit finden 
sich z.B. bei Kohlrausch^) angegeben. 

In den Formeln (2) und (3) ist vorausgesetzt, daß das Gas ein- 
heitlich ist; das gilt aber nicht für die Luft, die im wesentlichen 
aus Sauerstoff und Stickstoff besteht, aber auch Beimengungen von 
Argon, Neon, Helium, Krypton und Xenon enthält. Da nach dem 
Dalton sehen Gesetze jedes Gas sich so verhält, als ob das andere 
nicht vorhanden wäre, so muß in großen Höhen die relative Vo- 
lumkonzentration der leichten Gase viel größer sein als in der 

Nähe des Erdbodens, denn der Faktor — - im Exponenten ist der 

Po 
Dichte proportional, also für die leichteren Gase viel kleiner, d. h. 

die Dichtigkeitsabnahme mit der Höhe geht bei ihnen langsamer 
vor sich. 

149. Die Helmholtzschen Wirbelsätze. Die Bewegungs- 
gleichungen 

USW. 



1) F. KohlrauBch , Lehrbuch der prakt Physik 11. Aufl., S. 141. 
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lassen sich durch Addition und Subtraktion von t)„ ^ + ö. -^-^ 

y dx ^ * dx 

in die Form bringen 

Bilden wir von (2) die Botation und setzen 

» = ^-rott), (3) 

so erhalten wir 

2 1^ + 2rot[to,ö] = rotf . (4) 

XO bedeutet nach Nr. 100 (5) die Botationsgeschwindigkeit des be- 
treffenden Volumelements oder, wie man in der Hydrodynamik 
auch sagt, die Wirbelgeschwindigkeit. 
Aus (3) folgt 

divto = 0, (5) 

d. h. die WirbeUinien haben weder Anfangs- noch Endpunkte. 
Da ferner^) 

f&t + '°*- [W, 0] + », div W ) dtf = ^y». diS (6) 

a 

die Änderungsgeschwindigkeit des über eine materielle Fläche tf 

erstreckten Flächenintegrals jto^dc bedeutet, so ergibt die Inte- 
gration der Normalkomponente von (4) über eine Fläche a mit der 
Bandkurve s 

WO das Zeichen o am Integral die Integration über eine ge- 
schlossene Kurve bedeuten soll. 

Hat die Kraft auf die Masseneinheit f ein eindeutiges Poten- 
tial F, so verschwindet das Linienintegral über eine geschlossene 
Linie in (7), und es folgt 

/n)„ci(y = konst. (8) 

ItO^da heißt das Wirbelmoment der Fläche <y. 

Der Helmholtzsche Wirbelsatz ^) lautet: Bewegt sich eine 

1) Vgl. z. B. R. Gans, Einführung in die Vektorancdysis^ 3. Anfl., 
Leipzig und Berlin 191 S, S. 63. 

2) H. V. Helmholtz, Grelles Jowrn. 66, 1868 = Ges. Abh. 1, S. 101. 
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Flüssigkeit unter dem Einfluß konservativer Kräfte, so bleibt das 
Wirbelmoment einer durch dieselben FlUssigkeitsteilchen gehenden 
Fläche ßeiÜich konstant 

Setzt man (3) in (8) ein, und wendet den Stokesschen Satz 
an, so erhält man 

f{t), d^) = konst (9) 

o 

Legen wir durch die Punkte eines Linienelements dl die 
tP-Linien, so erhalten wir einen Flächenstreifen, für dessen Punkte 
ID, = ist. Da nach (8) für diese Materieteilchen lü^ = bleibt, 
so bedeutet das: Die Flüssigkeitsteilchen einer to- Linie (Wirbel- 
link) bleiben während der Bewegung auf einer WirbeUinie. 

Durch alle Punkte der Begrenzung einer beliebigen Fläche lege 
man die Wirbellinien; diese bilden einen sogenannten Wirbelkanal, 
und jeder Querschnitt hat dasselbe Wirbelmoment, weil div to = 
ist. Daraus folgt: Die Fklssigkeitsmasse, die m einer bestimmten 
Zeit einen Wirbelkanal erfüllt, bildet auch im Laufe der Bewegung 
einen Wirbdhanal von zeitlich unveränderlichem Moment 

150. Wirbelfreie Bewegnng. Aus Nr. 149 (9) folgt, daß 

wenn /(t),e2d) zu einer bestimmten Zeit Null war, es dauernd 

Null bleibt, oder nach Nr. 149 (3), daß eine Wirbelbewegung, wenn 
die wirkenden Kräfte konservativ sind, nicht entstehen kann. 
Gleichbedeutend mit 

^t>, di) = (1) 



ist aber 
ä.h. 






t) = — grad <P, (2) 

<Z> heißt nach Helmholtz das GeschwindigkeitspotentiaL 

Setzen wir (3) in die Bewegungsgleichungen Nr. 149 (2) ein, so 
erhalten wir 

usw., 
woraus durch Litegration 

- H + H (!!)■+ (f) V (|f)"l +/f + -= --^ (^) 
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folgt. Die Eonstante kann allerdings noch Funktion der Zeit sein, 
die man jedoch mit in das Glied dO/ct hineinnehmen kann, da 
nur die örtlichen Differentialquotienten von <Z> physikalische Be- 
deutung haben. In stationären Fällen jedoch ist alles von der Zeit 
unabhängig, also 

y grad« <P + i^ + V^ konst. (6) 



oder 

2 



+ r^ + F= konst. (6') 



Diese Gleichung erhält man auch aus den Gleichungen Nr. 145 
(ll), wenn man in denselben d/dt^ setzt, f « — grad V sub- 
stituiert imd die drei Gleichungen resp. mit t)^, t)y, t)^ multipliziert 
und addiert. Ersetzt man dann nach Nr. 145 (16) t)^ durch dx/dt etc. 
und integriert längs eines Stromfadens, so folgt 



v+/' 



^^ + 7- konst., (6") 



eine Relation, die äußerlich mit (6 ') identisch zu sein scheint, die 
aber nach der Herleitung verschieden ist. (6'^) ist nämlich all- 
gemeiner, weil kein Geschwindigkeitspotential zu existieren braucht, 
dagegen spezieller, weil die Konstante in (6") nur innerhalb eines 
Stromfadens konstant ist, aber von Stromfaden zu Stromfaden 
variieren kann, während die Konstante in (6') innerhalb des ganzen 
Flüssigkeitsfeldes denselben Wert hat. 

Ist die Flüssigkeit inkompressibel, so wird aus der Kontinui- 
tätsgleichung 

Aa>-=0, (7) 

die zusammen mit den Grenzbedingungen genügt, um O zu be- 
stimmen. 

Die Gleichung 

9 (^ grad ^0 + V)+p-^ konst. (8) 

ergibt dann an jeder Stelle der Flüssigkeit den Druck. 

151. Ausflußgesohwindigkeit. Es befinde sich in der Wand 
eines Gefäßes ein kleines Loch, und die Flüssigkeit im Gefäße habe 
konstante Höhe, so daß der Strömungsvorgang stationär ist. Die 
äußere Kraft sei die Schwere, d. h. 

r=-gt. (1) 
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Hier ist die a;^- Ebene in die obere Fläche und die ;e? -Achse ver- 
tikal nach unten gelegt. 

Dann folgt aus Nr. 150 (8) für inkompressible Flüssigkeiten^) 

y-^^ + f = t- (^) 

Hier ist die Konstante so bestimmt, daß in der oberen Fläche, 
in der wir wegen ihres großen Querschnitts ü = annehmen dürfen, 
der konstante Atmosphären druck p^ herrscht. 

An der Oberfläche des austretenden Strahls muß auchjp==jp0, also 

t)^^2g0 (3) 

sein, d.h. es gilt das Toricellische Theorem^), daß die Geschwin- 
digkeit gerade so groß ist, als wenn die Flüssigkeit frei die Höhe z 
heruntergefallen wäre. 

Die Formel (2) hätte man auch energetisch ableiten können. ^) 
Die Gleichung (3) läßt sich aber nicht zur Berechnung der Aus- 
flußmenge verwenden*), da die Eichtung der Geschwindigkeit in 
der Öffnung nicht überall senkrecht zu ihr steht, sondern von allen 
Seiten auf sie zu konvergiert. In kurzer Entfernung von der Öff- 
nung dagegen wird der Strahl zylindrisch, allerdings ist sein Quer- 
schnitt <>' dort kleiner als der Querschnitt a der Öffnung. Auf Grund 
von Experimenten ist der Kontra'ktionskoeffizient zu a^a = 0,62 
bestimmt worden. 

Für Gase gilt, wenn wir von äußeren Kräften absehen, nach 
Nr. 150 (6) 

Po 

wenn wir annehmen, daß im Innern des Gefäßes der Druck p und 
die Geschwindigkeit Null, dagegen außen der Druck p^ und die Ge- 
schwindigkeit V herrschen. 

Geht das Ausströmen adiabatisch vor sich, so wird mit Hilfe 
von Nr. 145 (15) 

'-vSk!ft[(ir->]i''-. (0 



.. = ,/ 



1) D. Bernoulli, Hydrodynamica, Straßburg 1738. 

2) Toricelli, De motu gravium naturalitej' accelerato, Florenz 1643. 

3) Siehe z. B. H. Lamb, Lehrb. d. Hydrodynamik, deutsch von 
J. Friedel, Leipzig und Berlin 1907, S. 24. 

4) H. Lamb, Lehrb. d. Hydrodynamik^ deutsch von J. Friedel, 
Leipzig und Berlin 1907, S. 28. 

Weber n. Oans: Bepeit. d. Physik. I. 20 
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also das in der Zeiteinheit durch den Querschnitt a der vena con- 
tracta strömende Volumen ^) V/T 

wenigstens solange der Druck p des Gases durch das Ausstromen 
selbst nicht verändert wird. Es gilt also keineswegs die einfache 
gewöhnlich für die Ausflußzeiten angegebene Formel 

Findet das Ausströmen dagegen isotherm statt, so folgt aus (4) 
mit Benutzung von Nr. 145 (14) 

Die Ausflußgeschwindigkeit ist umgekehrt, die Ausflußzeit 
direkt proportional der Wurzel aus der Dichte, wenn das Aus- 
strömen entweder isotherm erfolgt, oder wenn — bei adiabatischem 
Ausströmen — h für die betreffenden Gase gleich ist. Dies Ge- 
setz stellte Graham^) nach experimentellen Befunden auf. 



1) Die Formel stammt von deSt.Yenant und Wantzel, Joum.de 
Vdcole polytechn. 16, 1839, p. 86. Als weitere Forschungen über das Aüb- 
strömen von Gasen sind folgende zu nennen: Hirn, Ann. de ehim, et de 
phys, (6) 7, 1886, p. 289 untersuchte das Ausströmen genauer und fand 
Abweichungen von der Theorie. Seine Versuche wurden aber von 
Hugoniot nachgerechnet, C. R. 1886 passim, Ann. de chim. et de phys. 
1886, und es zeigte sich dabei, daß die experimentellen Ergrebnisse 
in Übereinstimmung mit der (allerdings erweiterten) Theorie waren. 
Auf Grund Wildescher Versuche {Phil. Mag. 1SS&) erweiterte Osborne 
Beynolds die Theorie in ähnlicher Weise {Ihil. Mag. 1886) wie 
Hugoniot es getan hatte. Parenty^ Ann. de chim, et de phys. 8, p.l, 
1896; 12, p. 289, 1897 verwirft die adiabatische Theorie und schlaf 
andere Formeln vor. Eine Experimentaluntersuchung, die auch die 
Nebenerscheinungen sorgfältig berücksichtigt, wurde von F. G.Donnan, 
Phil. Mag,{6) 49, 1900, p. 423 an Argon, Helium und andeien Gasen 
angestellt. Es zeigte sich, daß das Graham sehe Gesetz auf H,, 0,, 
CO, die alle dasselbe k haben, anwendbar ist, daß dagegen Argon 
schneller, als diesem Gesetze entspricht, ausströmt, so daß man an- 
nehmen muß, daß der Vorgang zwischen dem isotiiermen und dem 
adiabatischen liegt. Bei CO, liegen Abweichungen vor, die sich durch 
die Abweichungen vom idealen Gaszustande erklären lassen. — Sekun- 
däre Einwirkungen untersuchte R. Emden, Wied. Ann. 69, p. 264, 
1889 (s. dort Literaturangaben). 

2) Graham, Phil. Irans, 1846, 4, p.673. 
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Bansen^) hat auf Grund dieser Überlegungen einen Apparat 
konstruiert, um mit Hilfe von Ausströmungsgeschwindigkeiten Gas- 
dichten zu messen. 

152. Die Strahlbildung und der hydrodynamisohe Druck. 

Nach Nr. 150 (8) muß in einer inkompressiblen Flüssigkeit, auf 
die keine Kräfte wirken, 

Y + J = tonst. (1) 

sein. 

Herrscht an Stellen, an denen keine Bewegung stattfindet, 
der Atmosphärendruck j)q, so ergibt sich 

Y + f = t. (2) 

d.h. an Stellen, an denen die Flüssigkeit sich bewegt, ist der 
Druck p geringer als der der Atmosphäre. 

Für Wasser ist ^ = 1 ; ferner ist nach Nr. 147 (6) 

i)o = 1013200^- 
■^" cm* 

Daraus folgt, daß j9 =» wird an den Stellen, an denen t) den Be- 

cm 
trag 1424 — erreicht. Bei größerer Geschwindigkeit wird i)<0, 



sec 



es tritt ein Zug auf die Wasserteilchen ein, der 



I 




ein Zerreißen der Flüssigkeit hervorruft und im 
allgemeinen Strahlbildung bewirkt.^) 

Läßt man z. B. durch ein Eohr, das unten in 
eine kreisförmige Platte Ä mündet (vgl. Fig. 109), 
der eine gleiche Platte B gegenübersteht, einen 
Luftstrom in Richtung der Pfeile treten, so wird 
die untere Platte B nicht etwa abgestoßen, son- 
dern angezogen, denn unter ihr herrscht keine 
wesentliche Geschwindigkeit, dort ist also der 
Atmosphärendruck jPq vorhanden , während zwischen den beiden 
Platten eine Druckverminderung stattfindet. 

1) B. Bunsen, Gasometrische Methoden S. 129 Die Methode war 
bereits angegeben von Leslie, üJxperimentdl Inquiry into the nature 
and propagation of heat, 1804, p. 534. 

2) H. V. Helmholtz, Über diskontinuierl. Flüssigkeitsbewegungen 
1868, Wi8S.Abh.l S.146 == Berl. Her. 1866 ; G. Kirchhoff, Zur Theorie 
freier Flüssigkeitsstrahlen, Grelles Joum. 70, 1869 = Ges. Abh. S. 416; 
siehe auch Vorlesungen iJiher Mechanik, 4. Aufl., Leipzig 1897, S. 273 ff. 

20* 
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B 



Dieselbe Wirkung beobachtet man beim Aspirator (Fig. 110). 
Tritt durch eine Bohre, die sich an einer Stelle erweitert und dort 
ein seitliches Ansatzrohr besitzt, das in ein mit Flüssigkeit ge- 
fülltes Geföß taucht, ein Luftstrom in der Pfeilrichtung, so wird 

der Druck p in A geringer sein als 

^ der Druck Pq in 5, wodurch die Flüs- 

sigkeit gehoben und mit dem Lufbstrahl 
fortgerissen wird. 
Voraussetzung ist aber, daß die Geschwin- 
digkeit der Luft so groß ist, daß sie beim 
Eintreten in das weitere Bohr zerreißt, so- 
mit einen Strahl bildet, der die Luft im An- 
satzrohr in Ruhe läßt. Bei kleineren Ge- 
schwindigkeiten würde die bewegte Luft zum 
Teil ins Seitenrohr eintreten und eine Druck- 
wirkung, aber keine Saugwirkung auf die 
Flüssigkeit ausüben. 
Auf einem ähnlichen Effekt des verminderten Seitendrucks 
bei Flüssigkeitsstrahlen beruht die Wasserstrahlluftpumpe sowie 
die Luftzufuhr beim Bunsenbrenner; die Phänomene gehorchen je- 
doch nicht ohne weiteres der Formel (2), die der Beibung und 
Dichtigkeitsänderung der Gase infolge des Drucks nicht Rech- 
nung trägt. 

Letzteren Umstand könnte man berücksichtigen, indem man 
anstatt der Gleichung (2) die Formel 




Fig. 110. 



r+A-» 



(») 



Po 



anwendet, die, falls die Dichteänderungen isotherm vor sich gehen, 
nach Nr. 145 (14) in 

1* = ?Mff ^ (4) 

übergeht, woraus 

Po-P-PoV-e ''^) (b) 

folgt. 

Sind die Dichteänderungen dagegen adiabatisch, so wird 
(vgl. Nr. 145 (15)) 



9 2^ Pn 

^ =1.— T — 
k — 1 Po 



*--l-| 



L'-© J. 



m 
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woraus sich -A_ 

ergibt. 

Um die Bedingungen, die an einer Unstetigkeitsfläche der 
Geschwindigkeit gelten, kennen zu lernen, ziehen wir die Gleichung 
Nr. 150 (4) heran, welche für stationäre Zustände in Vektorschreib- 

;7 grad{9(it,»+F)+i,} = (6) 

lautet. 

Hier ist F eine stetige Funktion des Orts; ebenso darf p 
keinen Sprung erleiden, da ein solcher eine unendliche Kraft be- 
deuten würde; es muß also, wenn wir die beiden Seiten der Un- 
stetigkeitsüäche durch die Indizes 1 und 2 unterscheiden, 

T^i=T^2. (7) 

sein. -P^'-P* (®) 

Integrieren wir (6) von einem Punkte 1, welcher der Un- 
stetigkeitsfläche unendlich benachbart ist, bis zu einem Punkte 2, 
der dem Punkte 1 auf der anderen Seite der Fläche unmittelbar 
gegenüberliegt, so ergibt sich 

tjg* — t)\ = konst., (9) 

d. h. der Sprung des Geschwindigkeitsquadrats ist in der ganzen 
Fläche konstant. 

Dabei muß die Normalkomponente der Geschwindigkeit auch 
beim Dui'chschreiten der ünstetigkeitsfläche stetig bleiben, da sich 
in dieser sonst eine unendliche Masse anhäufen würde. 

Kapitel IL 

Feste KSrper in Flüssigkeiten. Kinematik. 

153. Bewegung einer inkompressiblen Flüssigkeit, in der 
sich ein starrer Körper befindet. Nach Nr. 150 (7) gilt die 
Gleichung Aa> = 0, (l) 

wenn keine Wirbel in der Flüssigkeit existieren. 

An der Oberfläche des starren Körpers muß die Flüssigkeit 
dieselbe Normalkomponente der Geschwindigkeit haben wie der 
Körper. Nennen wir diese SS^, so muß 

sein. a« « '■ ^ 
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Weiter soll in unendlich großer Entfernung vom bewegten 
Körper durch kein Flächenelement des Raumes Flüssigkeit hin- 
durchtreten; deshalb muß auch 

l^^R» II = (3) 

sein, oder, was dasselbe ist, 

limJS<P = 0. (30 

. Durch (l) bis (3) ist O eindeutig gegeben, wenn die Flüssig- 
keit einen einfach zusanunenhängenden Baum erfüllt. 

Zum Beweise nehmen wir an, es gäbe zwei Lösungen Q^ und 
(Z>2) ^16 beide den genannten Bedingungen gehorchen, dann müßte 
JJ= 0^ — 0^ denselben Bedingungen genügen, nur würde anstatt 

(2) y— = an der Oberfläche des starren Körpers gelten. 

Nach dem Green sehen Satze ist nun (vgl. Nr. 63 (1') S. 128) 

ygrad^ UdS ^Jdiv (f7 grad U) d8 -füAUdS. (4) 

Der letzte Term rechts fällt wegen (l) fort, der erste ergibt, nach 
dem G au ß sehen Satze umgeformt, 

«^4,, (6) 



f< 



WO da ein Element der Oberfläche und der unendlich großen, das 
Flüssigkeitsfeld begrenzenden Fläche ist. 
Somit wird das Integral (ö) Null, also 

J'gr&d^UdS^O, 

d. h. grad CT"— 0, oder U eine Konstante. 0^ und O^ unterscheiden 
sich somit nur um eine Konstante, d. h. die beiden verschieden an- 
genommenen Geschwindigkeitsfelder sind es in Wirklichkeit nicht 

Bei der Ableitung ist aber die Stetigkeit von vorausgesetzt, 
die aus der Stetigkeit der Geschwindigkeit nur in einfach zusam- 
menhängenden Bäumen folgt. 

Die kinetische Energie T der Flüssigkeit ergibt sich aus (4), 
wenn wir ü durch ersetzen. Es ist nämlich 

2T=(> /grad*a>dÄ = ^/a>||d<y, (6) 

oder nach (2) 

2 T =^ ^ Qf0^^da , (7) 
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154. Zerlegung des Problems in Teilaufgaben. Die Ge- 
schwindigkeit eines starren Körpers setzt sich in folgender Weise 
aus den Komponenten der Translationsgeschwindigkeit U und der 
Botationsgeschwiadigkeit SB um eine durch den Koordinaten- 
ursprung gehende Achse zusammen, wenn x^ y^ z die Koordinaten 
irgend eines Körperpunktes bedeuten (vgl. Nr. 26 (1) S. 45): 

S:,-U,-f3Byi2^-SB.y 

»y = Uy-f 2B,a5-2B,iP (1) 

Daher ist 

SS„ = Ujp cos {nx) -f Uy cos (ny) -\- U, cos {nz) 

+ SBa.[y cos (nz) — z cos (ny)] + SBy [z cos {nx) — x cos {nz)'\ (2) 

+ SB, \x cos (wy) — y cos {nx)\ . 

Deshalb liegt es nahe, zu setzen 

<p = u,a>i + u,a>, + u,<2>3 + aB^<p4 + aB,a>5 + SB.<r>e (3) 

und anzunehmen, daB alle <Z>y einzeln der Gleichung A<Py = ge- 
ntigen. Dann lauten die Grenzbedingungen wegen (2) 

-— 1 » — cos (nx) -^ = z cos (ny) — y cos (nz) 

-ö— ^ = — cos (ny) -K-^ = X cos (n;8f) — z cos (»a?) (4) 

-«-^ = — cos (nj?) -ö-^ = y cos (wa;) — x cos (wy). 

Die Funktionen <Pj . . . <Pß sind die Integrale bei speziellen Be- 
wegungen des Körpers, O^ nämlich, wenn der Körper nur eine 
Translation mit der Geschwindigkeit Eins in Richtung der a; -Achse, 
<l^j, wenn er nur eine Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit Eins 
um die jg? -Achse besitzt. 

Die O^ sind, unabhängig von der Bewegung des starren Kör- 
pers, nur durch seine Oberflächenform gegeben. 

Mit der Kenntnis von <Z>^, (P^) ^s ^^^ ^xs^ das Problem ge- 
löst, daß ein starrer Körper in einen gleichförmigen Strom mit 
den Geschwindigkeitskomponenten a^, a , a^ gebracht und festge- 
halten wird, denn 

genügt auch der Gleichung A(P'= 0, und es ist an der Oberfläche 
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^— = 0, da ^ = cos (nx)^ also wegen (4) gleich — -^ ist. Im 

Unendlichen sind (P^, O^, O^ Null; dort ist das gleichförmige 
Flüssigkeitsfeld demnach ungestört. 

155. Kugel in einer Flüssigkeit.^) Wir wählen den Kugel- 
mittelpunkt zum Koordinatenursprung; dann ist 

x^+y^+0^=^R'' (1) 

die Gleichung der Kugeloherfiäche, und es ist 

cos (nx) =* — ^ 7 cos (ny) = ~ ;ü i cos (ni) «= — -^ • 

Die Normale n wird von uns nämlich stets als äußere Normale 
der Flüssigkeit in den starren Körper hinein positiv gerechnet. 
Daraus ergibt sich 0^^= <l>ß= <l>g=0, da y cos (n0) — z cos {ny)= usw. 
^3 genügt den Gleichungen 

Aa>g = (2) 

und für r = R 

^ = _^ = _C08^. (3) 



Eine Lösung von (2) und (3), die im Unendlichen verschwin- 
det, ist 

Durch Differentiation von (Pj nach den Koordinaten erhält man 
die Geschwindigkeitskomponenten 

Die doppelte kinetische Energie 2T der Flüssigkeit ist nach 
Nr. 153 (6), unter der Annahme, daß die Kugel gesch windig- 
keit 1 ist, 

^m r^ ^*8 J 2äE* /-n 

2T=QjO,-^-^da = -^-Q, (5) 

Ist die Translationsgeschwindigkeit nicht Eins, sondern |SS|, so ist 

T=^-^ß-^K (6) 



1) Dirichlet, Berl Äkad, Ber. 1862, S. 12; Werke 2, S. 115. - 
Stokes, Camh. Trans. 8, 1843; Math, and Phys. Papers 1, p. 17. 
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Bringt man eine Kugel in einen gleichförmigen Strom der Ge- 
schwindigkeit C, so wird nach Nr. 154 (5) 

*'=-(7cos»(r + ^.). (7) 

Die durch (4') gegebenen Strömungslinien, die auf den Flächen 
= konst. senkrecht stehen, sind in Fig. 111 dargestellt. 




Fig. 111. 

156. EUipsoid in einer Flüssigkeit.^) Nach ähnlichen Me- 
thoden ergibt sich das Geschwindigkeitsfeld einer imkompressiblen 
reibungslosen Flüssigkeit, in der sich ein EUipsoid der Gleichung 



bewegt. Man findet 



a* ^ h^ ^ c^ ^ 



(1) 



1) Clebsch, Grelles Journ, 52, S. 103 und 58, 1856—57, S. 287. 
Vgl. auch Green, Trans. B. 8oc. Edingb, 1883 oder Math. Papers 
p. 315. 
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»* 4(6'-c')H-(r,-^,)(6' + c«) '"''• w 

Hier bedeutet 



00 eo 



^ ^'/(PT^' ^ ^»/(PTl)»' 



— / 



00 



(4) 



wo X die positive Wurzel der kubischen Gleichung 

*' +^ + :3^-i = o (5) 



und 



^ - >^(' + .-). (' + f.) (> + ^) w 

ist. 

Ferner ist 

00 00 00 



Diese drei Größen hängen nur von den Achsenverhältnissen des 
EUipsoids ab. 

Die Resultate vereinfachen sich wesentlich, wenn man es mit 
einem Rotationsellipsoid zu tun hat. 

157. Zwei Kugeln in einer Flüssigkeit. Befinden sich zwei 
Kugeln der Radien B und B' in einer Flüssigkeit, und haben ihre 
Zentren die Koordinaten a,bjC resp. a\ b\ c und die Geschwindig- 
keiten \) resp. t)\ so können wir das Geschwindigkeitspotential <P 
ähnlich wie wenn nur ein Körper in der Flüssigkeit wäre, in der 
Form 

o = t),0, + \)^o, + \), 0, + ü;a>/ + t);o,' + t>;o,' (i) 

ansetzen. Im Falle der Kugeln fallen in (l) die Terme mit 0^^ 0^^ (Pg, 
^/, *5;*e'fort(vgl.Nr.l55). 

Oj, ^j, . . . , (Pg' sind hier Funktionen von x^y^e, die als Para- 
meter die augenblickliche Lage der Kugeln (o, 5, . . . , c'), aber 
nicht die Geschwindigkeiten enthalten. 



157. Zwei Kugeln in einer Flüssigkeit 315 

An der Oberfläche der ersten Kugel gilt 
^ = -cos(nrr), -g^ = - cos (ny) , -^=-.cos(n^) 



dn ^ dn ^ dn ' 



(2) 



Die entsprechenden Bedingungen für die Oberfläche der zweiten 
Kugel erhält man, wenn man die gestrichenen mit den unge- 
strichenen vertauscht. 

Sind die Badien der Kugeln klein gegen ihren gegenseitigen 

Abstand r^ = |/(a — a^ + (ft — h'Y +{c — cy, so läßt sich die 
Lösung durch sukzessive Approximation finden, indem wir für $ 
die unendliche Beihe ansetzen 

In Gleichung (3) soll O^^^ den Wert haben, der bestehen würde, 
wenn die Kugel 1 allein in der Flüssigkeit wäre, und entsprechend 
ist $2 das Geschwindigkeitspotential der allein im Felde gedach- 
ten Kugel 2. 

Nehmen wir O^^^ hinzu, so muß in zweiter Näherung auf der 
Oberfläche der ersten Kugel 

^ + ?f^ = (4) 

sein und auf der Oberfläche der zweiten Kugel 

dn dn \ / 

usw. 

Berücksichtigt man, daß die Funktion 



*'» da +^W + ^ 





(6) 



sowohl der Gleichung A^ = als auch an der Oberfläche der 
ersten Kugel der Bedingung (vgl. Nr. 165 (4)) 
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genügt, so erhalten wir in erster Näherung für 0^^^ und (P'(^) 



$(!) = 



2 



da 



+ Ö 




y db 



e-\ 



(8) 



^ 2 V' da ^ ^v db' ^ ^* de' I ' 



da ' ''V dv ' "* ac' 

Um ^ auch in zweiter Näherung zu bekommen, muß nach (4) 



^n 



dn 



= ~ lai" ^n»a;) + -^ cos(n3/) + -^j- cos(w^)} 

auf der Oberfläche der ersten Kugel sein, oder 

1 1 \ \ 

a*-A- a*4 a»-.- 

* aa * y ao aa ' * de da f ^ ^ 



(9) 



${8] 




iJ» 


an 




2 




+ 


2 




+ 





a«i- 



a*-V 



a4 



^/ p;;^/ + ^. V/TiT + t'/.öTT^. 1 cos (ny) (10) 



dadb' 
1 



a6 



ac'aft' 



^"^ da^dc^'^^yd^dc 



d^X a«4l 
a5'ac'"^"*ac'»i 



cos (n^r) . 



Ersetzen wir in den geschweiften Klammem r' durch den ge- 
näherten Wert r^, so folgt durch Vergleichung von (lO) mit (7) 
aus (6), daß 



^(2) = _- 



E»Ä 



'8 



4 






da 

a'i- 



y at'aa 
i 



1 a«^ 



ac'aa' J 
1 



a«— a« 

"«^ aa'afe'^ y a&'«^ * de'db'l 



r 

"aä 
ai 

r 



(n) 



?1^^ 
4 



^* aa'ac'^"^ a&'ac 



a»— a*-\a- 



de* • ac 



0'(*) ergibt sich aus (D^*^ durch Vertauschung der gestrichenen 
Buchstaben mit den ungestrichenen. ^) 

1) Das Flüssigkeitsfeld zweier Kugeln ist behandelt worden von 
Bjerknes, Memoire sur le mouvenient simultane de corps spheriques 
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Kapitel IIL 

Feste Korper in Flüssigkeiten. Dynamik. 

158. Bewegung eines starren Körpers in einer Flüssig- 
keit. Dynamischer Teil. Während bisher nur die Frage nach der 
Flüssigkeitsströmung behandelt worden ist, wenn die in derselben 
befindlichen Körper vorgeschriebene Bewegungen ausführen, wollen 
wir in diesem Kapitel die Bewegung der Körper unter dem Ein- 
fluß äußerer Kräfte und der strömenden Flüssigkeit behandeln. 

Die kinetische Energie. Die kinetische Energie der starren Körper 
ist ])ekanntlich (vgl. S. 45 Nr. 27) eine quadratische Funktion der 
Geschwindigkeitskomponenten U^, Uy, U, und der Winkelgeschwin- 
digkeiten SB^, SBy, SB, um drei aufeinander senkrechte Achsen. 

Da das Geschwindigkeitspotential die Form (vgl. Nr. 154 (3)) hat 

WO die 0^ , , . 0Q von den U und SB unabhängig sind, und da 
andrerseits die kinetische Energie der Flüssigkeit (Nr. 153 (6)) 

^1 = I p/grad^ ^äS, - |J$ II da (2) 

ist, wo Q die konstante Dichte der Flüssigkeit, 8^ den momentan 
von ihr eingenommenen Raum bedeutet, so ergibt sich durch Sub- 
stitution von (l) in (2), daß auch die kinetische Energie der Flüssig- 
keit, und somit die gesamte kinetische Energie eine quadratische 
Funktion der U und SB ist. 

Eine homogene quadratische Funktion von 6 Variabein hat 
21 Koeffizienten, die sich aber, da in dem Bezugssystem 6 Größen, 
der Anfangspunkt und 3 Winkel willkürlich sind, auf 15 redu- 
zieren.^) Sind gewisse Symmetrieebenen oder -achsen vorhanden, 
so wird sich die kinetische Energie durch eine noch geringere Zahl 
von Konstanten darstellen lassen. 

Anstatt durch die Lage und Geschwindigkeit in rechtwinkligen 
Koordinaten läßt sich die Bewegung auch durch allgemeine La- 

■ 

variahles dans im fluide indefini et incompressible , Christiania 1871; 
W.Thomson, Proc.Boy.Soc.ld, 1869; Fhil Mag. 1S70] W. M.Hicks, 
Phil Tram. 1880, p. 465; R. A. Herman, Quat. Journ. Math. 22, 1887; 
Basset, Proc.Lond.MaUi.Soc.lS, p. 369, 1887; C. Neumann, Ift/dro- 
dynamische Untersuchungen, Leipzig 1883; Basset, Hydrodynamics 1, 
Cambridge 1888. 

1) Clebsch, Math, Ann. 3, 1870, S. 238; s. auch H. Weber, Die 
partiellen Di/ferentialgleichtmgen der math. Phys. 2, 6. Aufl., S. 454, 
Braunschweig 1912; H. Minkowski, Bert Sitzungsber. 1888. 
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grangesche Koordinaten ^d ^21 * - - 9 ^» ^^^ ^^ Ableitungen nach 
der Zeit g^, gg, . . ., q^ beschreiben. Dann wird die kinetische 
Energie des Systems eine homogene quadratische Funktion der g, 
deren Koeffizienten Funktionen der q sind. Das läßt sich ebenso 
beweisen wie der entsprechende Satz ftb* starre Körper (vgl. 
Nr. 19 (2)). 

150. Das Hamiltonsohe Prinsip. Mit Hilfe des Hamil- 
tonschen Prinzips lassen sich die Bewegungsgleichungen der starren 
Körper aufstellen. Das haben zuerst Thomson und Tait^) getan. 

Ist d'A die bei einer virtuellen Verschiebung geleistete Arbeit 

dt[ST+i'A]=0 (1) 



so ist (vgl. Nr. 17) 



fi 



der Ausdruck des Hamiltonschen Prinzips. Haben die Krftfte 
ein Potential, so daß d'J.~ — ÖT ist, so wird 

dfdt{T - 7) = (2) 

oder in der zweiten Form der Lagrangeschen Bewegungsglei- 
chungen 

d dT ^ d{T-V) ,3^ 

dt dqy^ dqy ^ ^ 

(vgl. Nr. 19 (9)). 

160. Integrale der Beweg^ungsgleiolixingen und der Mini- 
malsatz von Minkowski.^) Wirken keine äußeren Kräfte auf 
das System, so ergeben sich aus Nr. 159 die Bewegnngsgleichungen 

(vgl. Nr. 29 (7)) 



1) Thomson u. Tait, Nat phü. §820 oder deutsch von Heim- 
holt z U.Wert he im, Braunschweig 1871, 1, p. 292. S. auch G. Kirch- 
hoff, Crelles Jaum. 71, 1869 oder Ges. Äbh. S. 876 u. 404. Boltzmann 
wies jedoch darauf hin, daß die Theorie eine Modifikation verlangt, 
wenn der Flüssigkeitsraum mehrfach zusammenhängend ist. CreÜes 
JoiMm, 73, 1871, was allgemein dann von C. Neumann, Hydrodyna- 
mische Untersuchungen f Leipzig 1888, durchgeführt wurde (vgl. auch 
C. Larmor, Froc. Lond, Math, Soc. 15, 1884). Zu erwähnen sind 
noch J. Purser, Phil, Mag. 1878; Basset, Hydrodynamics^ Cambridge 
1888, Kap. 8; H. Lamb, Lehrh, d, Hydrodynamiky deutsch von J. Frie- 
del, Berlin und Leipzig 1907, Kap. 6; H. Weber, Die partieUen Dif- 
ferentialgleichungen d m(Uh,Phys.^ 6. Aufl., 2, S. 465, Braunschweig 1912. 

2) H. Minkowski, Berl, Ber, 1888. 
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dt du dv ^ dw 

±dT^lT_^dT ,^. 

dt dv ^ dw du ^ ^ 

±dT^ dT_ dT 
dt dw ^ du ^ dv ^ 

und wenn wir die Gleichungen Nr. 29 (H) für den Fall erwei- 
tern, daß die Translationen und Botationen gleichzeitig vorhan- 
den sind, 

d dT dT dT , dT dT 

dt dp dv ow dq dr 

d dT dT dT , dT dT ,^. 

di-d-^-''Fw-'''jü + ^-d7^''W ^^^ 

±dT_ dT__ dT dT_ dT 

dt dr ^ du ^ dv'^^ dp ^ dq' 

wo w, v, iv resp. p^ q,r die Komponenten der Translations- resp. 
Drehgeschwindigkeit hezügUch dreier im Körper fester Achsen 
bedeuten. *) 

Da T eine homogene Funktion 2. Grades der w, t7, w, jj, g, r 
ist, so gilt der Eulersche Satz 

Q^ dT . dT . dT . dT . dT . dT .^. 

du * dv * dw ^ -^ dp dq dr ^ "^ 

Da femer 

dt du dt'^'dv dt'^ dw dt '^dpdt'^ dq dt \dr dt' ^^^ 

so folgt 
dT d dT ^ d dT , d dT , d dT , .^. 

Substituieren wir die Gleichungen (l) und (2) in (5), so folgt, 
daß die kinetische Energie konstant bleibt 

2T^C,, (6) 

Multiplizieren wir die Gleichungen (l) resp. mit 0— ? ö— > o — 
^d addieren, so folgt femer 

(!.-)■+ (If)"+ (f )'= 0- ■ (') 



1) G. Kirchhoff, CreUes Journ. 71, 1869 {Ges. Äbhandl S.376); 
^eehanik^ 19. Vorlesung. 
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Schließlich ergibt die Multiplikation von (l) mit ^ , ^, ^ 
und von (2) mit -p,— , -0— , — und Addition aller 6 Gleichungen 

du 'dp '^ dv dgt'^ dw dr ^3* W 

Die Gleichungen (6), (7), (8) sind Integrale von (l) und (2). 

Da für stationäre Bewegungen die linken Seiten von (l) und 
(2) Null sind, so folgt aus (l) 

•^ du ^ ^ dv ^ dw ' ^ ^ 

wo X eine willkürliche Konstante ist. 

Aus (2) ergibt sich, wenn wir ^, 3, r durch (9) ersetzen, 

/ , dT\ dT ( , dT\ dT 
oder 

, ar . , dT 

dp du 

, dT , dT 

dr ow ' 

wo Tc eine willkürliche Konstante bedeutet. 

(9) und (10) lassen sich in dem Yariationssatze zusammen- 
fassen 

^(t_XC,-|o,)=0, (11) 

wenn man die Impulse -^ , -0— , ^ — und die Drehimpulse -k— , • * * 

als unabhängige Variable betrachtet oder in Worten: 

Bei der wirklich stattfindenden stationären Bewegimg ist die 
kinetische Energie Meiner als hei jeder cmderen stationären Be- 
wegung, die bei denselben Werten von Og imd C^ denkbar ist. 

Bei der Ableitung der Gleichungen (9) und (10) aus (ll) ist 
zu berücksichtigen, daß, wenn man T als Funktion der Impuls- 
komponenten dT/du usw. auffaßt, nach Nr. 20 (6) 

dT 



^dT 
du 



— u usw. 



ist. 
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Kirchhoff ^) hat zuerst darauf hingewiesen, daß die Glei- 
chungen (l) und (2) hefriedigt werden für i> = 0, 2 = 0, r = 0, 
wenn u^ v,w konstant und zwar 

dT dl dT ,,.. 

du ov ow ^ ^ 

sind, d. h. eine stationäre Translationsbewegung ist in drei auf- 
einander senkrechten Richtungen möglich, die sich als die Haupt- 
achsenrichtungen des EUipsoids T=konst. ergeben, wenn wir 
in T u^v^w als orthogonale Koordinaten auffassen. 

161. Beweg^ung eines Botationskörpers. Ist der Körper 
ein Rotationskörper, dessen Figurenachse wir als ;g? -Achse wählen, 
so hat die kinetische Energie die Form 

22- = c,^{u^ + »») + c^w^ + c^{p* + 3») + c^r\ (1) 

Aus der letzten Gleichung Nr. 160 (2) folgt dann 

^ = 0, d. h. r = konst. (2) 

Auch die anderen Bewegungsgleichungen lassen sich durch ellip- 
tische Funktionen vollständig integrieren.^) 

Nehmen wir noch spezieller «? = 0, p = 0, r == an, so wird 
die kinetische Energie 

2T ^ c^^u^ + c^^w^ + c^q\ (3) 

Wir wollen die stationäre Bewegung suchen, die bei dieser 
Annahme möglich ist. 

Nach dem Minkowskischen Minimalsatz muB 
bei gegebenem 

Ci>» + 4«;« = 0, (4) 

T ein Minimum werden, denn Cj ist beständig Null, 
also konstant. 

Zunächst muB g = sein. 

Ferner können wir 

C33W; = /cos '9' 

CjLi w = — eT" sin %^ 

setzen, wenn d^ der Winkel ist, den der Impuls J mit der Figuren- 
achse bildet (vgl. Fig. 112). Dann wird 

^g/sin*'9' co8*^\ 




U Fig. 118. 



2T 



1) G. Kirchhoff, 1. c. 

Weber n. Gans: Bepert. d. Physik. I. 21 
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ein Minimum bei gegebenem 

Dieses Minimum findet aber statt fiir & = 0, wenn c^ >> c^ ist, 
dagegen für -ö* = Jt ^ß » wenn Cgj < c^ . 

Der erstere Fall entspricht z. B. einem abgeplatteten Botations- 
ellipsoid oder einer Kreisscheibe. Sie bewegt sich stabil und sta- 
stionär so, daß sie ihre Breitseite der Strömung entgegenstellt. 

Daß in diesem Falle <& = wirklich die stabile Lage ist, er- 
kennt man aus der einen Bewegungsgleichung 

die in unserer Bezeichnungsweise in 

übergeht, da g = d&/dt ist. Gleichung (6) ist der Pendelgleichung 
analog, d. h. der Körper wird, wenn er aus der Lage »O- = ein 
wenig abgelenkt ist, kleine Pendelschwingungen um dieselbe aus- 
führen. 

Mögliche auch nicht stationäre Bewegungen finden sich ge- 
zeichnet bei Lamb.^) 

Ist jedoch Cgj < c^, wie bei einem Geschoß, so ist die Be- 
wegung in Richtung der Achse labil; sie wird jedoch wieder stabil 
durch ein hinreichend großes konstantes r (Drall).*) 

162. Bewegung einer Kugel in einer Flüssigkeit Die 
kinetische Energie einer mit der Geschwindigkeit v bewegten Kugel 
in einer Flüssigkeit setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie 
der Flüssigkeit (Nr. 155 (6)) 

T.^'^v^ (1) 

imd der kinetischen Energie der Kugel selbst 

T,^^vK (2) 

Nennen wir die Masse der von der Kugel verdrängten Flüssig- 



1) H. Lamb, Lehrbuch d, Hydrodynamik^ deutsch von J. Friedeli 
Leipzig und Berlin 1907, S. 204. 

2) Greenhill, Quai. Joum. Math. 16, 1879; 8. auch H. Lamb I.e. 
p. 206. Versuche über Pendelung der Geschosse sind von F. Neescn, 
Verh. d. deutschen phys. Ges. 11, 1909, S. 724 angestellt. 
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keit M\ so können wir T^ in der Form 

M 
4 



T, = ^v^ (3) 



schreiben, so daß 

r=T,+ 2;=^(jf+^) (4) 

wird. 

Es ist also durch das Vorhandensein der Flüssigkeit die Masse JKf 
der Kugel scheinbar um die halbe Masse der verdrängten Flüssig- 
keit vermehrt. 

Die Bewegungsgleichung Nr. 159 (3) ergibt, wenn keine äußeren 
Kräfte wirken ( F= 0), eine Translationsbewegung mit konstanter 
Geschwindigkeit, d. h. es findet nach dieser Theorie infolge der An- 
wesenheit der Flüssigkeit nicht, wie man es beobachtet, eine Ab- 
nahme der Geschwindigkeit statt, oder, anders ausgedrückt, es 
bedarf keiner Kraft, um eine Kugel mit konstanter Geschwindig- 
keit in einer Flüssigkeit vorwärts zu bewegen. Diese Abweichung 
von der Erfahrung hat ihren Grund darin, daß die Eeibungskräfke 
der Flüssigkeit vernachlässigt worden sind. 

In ähnlicher Weise lassen sich die Koeffizienten im Ausdrucke 
der kinetischen Energie aus den Resultaten von Nr. 156 für die 
Bewegung eines EUipsoids in einer Flüssigkeit berechnen. 

Spezielle Fälle wie Umdrehungsellipsoid, Kreisscheibe, dünner 
Stab finden sich z. B. bei W. Wien^) diskutiert. 

163. Bewegung Esweier Engeln in einer Flüssigkeit. Um 
die kinetische Energie zu berechnen, die die Flüssigkeit hat, wenn 
in ihr zwei Kugeln der Badien B und B\ deren Zentralabstand r^ 
beträgt, sich auf der Zentralen mit den Geschwindigkeiten t>^ und 
t)/ bewegen, brauchen wir in den Resultaten von Nr. 157 nur 
t)y = ö^ = 0, b = c = b^=c=0 zu setzen. Dann wird 



A-a-^\ ^^ ^'\^^^^ B^B'\ ,^\, ^ r 
^ — "^ 2 ^^^^ a« "^ 2 ^*aa' 4 ^^ da'* da 

4 ^* da* da' 



(1) 



/d^ 
-ö — dOj über die erste Kugel erstreckt, läßt 

B B* 

sich unter der Annahme, daß — und — sehr klein sind, genau 



U U 



1) W. Wien, Lehrb, d, Hydrodynamik, Leipzig 1900, S. 147 — 150. 

21* 
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genug auswerten, wenn man den Winkel zwischen r und der Zen- 
tralen mit d" bezeichnet und 

r'^ = V + »"^ — ^^0*" ^^^^ 
durch die Näherungsformel 

r^ = Tq— r cos'^ 

ersetzt und sich auf die Glieder niedrigster Ordnung in — und — 
beschränkt. ^* *"• 

Fügt man das analoge Integral über die Oberfläche der zweiten 
Kugel hinzu, so erhält man für die kinetische Energie der Flüssig- 
keit / -ps -D'z 7?S7>'s ^ 

Addiert man hierzu die kinetische Energie der Kugeln selbst, so 
erhält man 

T=-^-v^-i-—v ^+7tQ}^ — v^ + -j-v »- 2-^^^— vt; j- (3) 
Aus Nr. 159 (3) folgt die Bewegungsgleichung der ersten Kugel 

dt dv ~ ^^'^ da ' W 

Soll keine Beschleunigung der beiden Kugeln eintreten, so mnß 

^ach (3) .R».«-» ,j ... 

d^^-^^Q-znr-^ 8 (5) 

sein, oder, anders ausgedrückt, die zweite Kugel übt auf die erste 

die scheinbare Abstoßungskraft + 67r^ 1 — v'* aus.^) Die Kraft, 

welche die erste Kugel auf die zweite ausübt, ist im allgemeinen 
(wenn | ^ | + | ^ | ) nicht der Kraft gleich und entgegengesetzt, 
welche die zweite auf die erste ausübt. 

Führen beide Kugeln Schwingungen gleicher Periode aus, so ver- 
schwindet der Mittelwert der linken Seite von (4). Damit die Schwin- 
gungen möglich sind, muß also auf die erste Kugel eine äußere 

Kraft wirken, deren zeitlicher Mittelwert gleich dem zeitlichen 

^ T B ^B ' ' 

Mittelwert von ^— = — Gjrp t — vv' ist. Diese Kraft ist je 

da ^0 

nach der Phasendifferenz der Bewegung der beiden Kugeln eine 
Anziehungs- oder Abstoßungskraft.*) 

1) Betreffs des Yorzeichens ist zu bemerken, daß wir als positife 
rc-Achse die Richtung vom Zentrum der zweiten Kugel zu dem der 
ersten angenonmien haben. 

2) C. A. Bjerknes, Christ, Förhandl 1868, 1868, 1871, 1875; 






Kapitel lY. 164. Potential und Strömungafunktion 325 



Ändert sich das Volumen der Kugeln periodisch, oder, was auf 
dasselbe herauskommt, haben wir es mit Quellen variabler Er- 
giebigkeit zu tun, so entstehen zwischen diesen Kugeln (resp. 
Quellen) Anziehungs- oder Abstoßungskrftfte (je nach der Phasen- 
differenz der Schwingungen), die umgekehrt proportional dem Qua- 
drat des Abstandes sind, so daß die Elementarkräfte der Gravitation 
resp. der Elektrizität imd des Magnetismus durch die Einwirkung 
einer unsichtbaren Flüssigkeit (Äther) gedeutet werden können.*) 

Brill ^) zeigt, daß zwei Senken in einer inkompressiblen Flüssig- 
keit Kräfte erfahren, die dem Gravitationsgesetze analog sind; da- 
bei sind die „Massen*^ der Senken nicht den Einflußgeschwindig- 
keiten, sondern den Impulsen proportional zu setzen. 

Kapitel IV. 

Zweidimensionale Bewegung. 

164. Potential und Strömnngsfanktion. Ist das Strömungs- 
feld von einer Koordinate, etwa z^ unabhängig, so reduziert sich 
die Kontinuitätsgleichung für den Fall der wirbelfreien Bewegung 
(vgl. Nr. 158 (D) auf ^^^ ^^^ 

während die Geschwindigkeitskomponenten den Gleichungen 

^.=-11 '.--w- »■=»»■ 

genügen. 

Die Flüssigkeitsmenge, welche pro Zeitein- 
heit durch eine Zjlinderfläche in der Bichtung 
der Normalen n fließt, der sogenannte yyFluß^\ 
deren Spur in der icy -Ebene die Kurve s=^AP Fig. iis. 

(vgl. Fig. 113) ist, und die zwischen den Ebenen z = und z =1 

Gott. Nachr, 1876. Experimentell untersuchte er die Frage Gott, Nachr. 
1877; C. B. 84, 88, 89 (1877—79). V. Bjerknes, Hydrodynamische 
Femhräfte, Leipzig 1900. F. Guthrie, Proc. Boy. Soc. 19, 1869. 
W.Thomson, Beprint of papers on electrostatics §741. 

1) V. Bjerknes, Acta Mathematica 80, p. 99, 1905; Ärch. des sc. 
phys. et not. 20, 1905; Arkiv för Hat., Astr. och Fysik 4, 1907; „Die 
Kraftfelder", Braunschweig 1909. Einwendungen gegen die Möglich- 
keit einer hydrodynamischen Erklärung der elektrischen Erscheinungen 
macht H.Witte, Ann. Phys.(A) 30, 1909, S. 887. 

2) A. B r i 1 1 , Math. Ann. 68, 1 904 ; Mechanik raumerfullender Massen^ 
Leipzig und Berlin 1909, S. 127 (vgl. auch B. Riemann, Ges. Werke 
S.508 und H. Poincarä, Eleetricite et optique, 2. Aufl , 1901, p. 623). 
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liegt, berechnet sich nach der Gleichung 

p p 

A A 

Da nach dem G au ß sehen Integralsatze und nach (l) für ein 
geschlossenes Flächenstück a mit der Eandkurve s 

f^Od.^f^ds=^0 (4) 



ist, so folgt, daß 

(.)/!! äs = (O/Il äs (5) 

A A 

ist, WO (s) resp. (5') die Integrationswege auf zwei verschiedenen 
Kurven zwischen Ä und P bedeuten. Also kann der Fluß nur Funk- 
tion der Koordinaten des Anfangs- und Endpunktes Ä resp. P 
der Kurve sein, er muß sich also in der Form 

p 

W{P) - WiÄ) = - Jll ds (6) 

A 

darstellen lassen. 

Hat P die variablen Koordinaten fl;,y, ^ die festen Koordi- 
naten a, &, so geht (6) in 

P{x,y) 
A{atb) 

Über, und wenn die beiden Punkte sich unendlich nahe liegen, ei^ 
gibt sich 

ds ~' dn' ^ ^ 

Ist ds speziell ein Linienelement, das die Richtung der a;- Achse 
resp. der t/ -Achse hat, so gilt 

dW a* d^ d0 



dx dy ' dy dx 



(8) 



W heißt die Strömimgsfunktion. 

Die kinetische Energie der Flüssigkeit, die sich innerhalb eines 
Zylinders der Grundfläche a und der Höhe 1 befindet, ist nach 
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Nr. 153 (6), wenn s die Bandkurve von c bedeutet, 

und mit Benutzung von (7) 

T ±Jo^-^ds = -^f0dW. (10) 

Die Äquipotenimlhurven O » konst. stehen auf den Stromlinien 
^«konst. senkrecht, da nach (8) 

dx dx ^ dy dy ^ ^ 

ist. 

Da ^ nach (8) auch der Gleichung A^''= gehorcht, und 
da die Gleichungen (8) sich nicht verändern, wenn man durch 
W und ^^ durch — (P ersetzt, so folgt, daß die Vertauschung der 
Strömnngslinien mit den Aquipotentiallinien wieder eine mögliche 
Strömung ergibt. 

Aus der Funktionentheorie ist bekannt, daß der reelle Teil <Z> 
und der imaginftre Teil ^ jeder komplexen Funktion X=<P + t^ 
des Arguments z ^^ x -{- yi Tman wird z nicht mit der dritten 
Baumkoordinate verwechseln) den Bedingungen (l) und (8) ge- 
nügt. Hierdurch ist es ermöglicht, die Methoden der Funktionen 
komplexer Variablen zur Integration zweidimensionaler Probleme 
der wirbelfroien und reibungslosen Flüssigkeitsbewegung heran- 
zuziehen. 

Hierbei kommt die konforme Abbildimg eines Polygons in der 
f^-Ebene und eines Flächenstreifens in der X-Ebene auf die Halb- 
ebene und damit die Abbildung des Polygons auf den Flächen- 
streifen in Frage, die sich nach den Methoden von Schwarz und 
Chris toffel^) bewerkstelligen lassen. 

165. Austritt der Flüssigkeit aus einem iEanal. Wir 
wollen nur ein Beispiel geben, welches von Helmholtz*) stammt. 



1) H.A.Schwarz, /y.JtfatA. 70, 1869, S. 105; E. B. Christoffel, 
Am. dt mat. (2) 1, 1867; 4, 1870. Man vgl. femer z. B. H. Weber, 
J^e partiellen Differentialgleichungen d. math, Physik 1, 6. Aufl., Braun- 
Bchweig 1910, S. llöff. und S. 351fF. oder G. Kirchhoff, Vorlesungen 
über Mechanik, 4. Aufl., Leipzig 1897, S. 273 ff'. 

2) H. V. Helmholtz, B&rl Ber. 1868, S. 215 = Wissensch. Abh. 1, 
8. U6. 
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Es sei 



d. h. 



^ = X + c^, 



(12) 
(13) 




Die a; -Achse entspricht dem Werte ^ = 0, ist also Stromlinie. 
Ferner entspricht ^== jr dem Werte y = Jt, während a; = (P — c* 
wird, d. h. den Werten 

Cp = + cx), 0,-00 

entsprechen die Werte 

a;== — oo, —1, — oo, 

so daß also dem Werte ^ = jt eine doppelt zu rechnende Par- 
allele zur üJ -Achse im Abstände tc entspricht, die sich von x== — oo 

bis a; = — 1 erstreckt (vgl. 
Fig. 114). Ebenso entspricht 
W = — 7t der Parallelen zur 
a? -Achse im Abstände — jr, die 
sich von a; = — oobis a; = — 1 
erstreckt. 

Für große negative Werte 
von O wird nach (13) Ö> = a;, 
' d. h. die Geschwindigkeit hat die 
Richtung der negativen a: -Achse 
und den Betrag 1 ; fcir große po- 
sitive Werte von Q wird nach 
(l3)a? = e*cos^, y = e*sin9^ 
oder <P = logr, d. h. die Strö- 
mungsgeschwindigkeit ist un- 
endlich klein, unddieStrömungs- 
linien sind sämtlich radial auf 
den Punkt a5=y = zu gerichtet 
Wir haben es also mit einer Strömung zu tun, die aus der 
unendlichen Flüssigkeit in einen dünnwandigen unendlich langen 
Kanal eintritt. 

In der Nähe der Enden der Kanalwände ((P=-0, ^=4:«) 
wird die Geschwindigkeit unendlich groß, dort wird also nach 
Nr. 152 eine Strahlbildung eintreten. 

Setzt man etwas allgemeiner als in (12) 

3tX 




Fig. 114. 
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so ist die Kanalbreite 2^, die Geschwindigkeit im Kanal hat die umge- 
kehrte Richtung, die Flüssigkeit strömt also aus dem Kanal in den un- 
endlichen Eaum heraus und die Geschwindigkeit im Kanal in einer 
unendlichen Entfernung von der Kanalmündung hat den Betrag c. 

Auf diese Ausführungen wollen wir uns beschränken, zumal 
da wegen der Yemachlftssigung der Eeibung die wirkliche Be- 
wegung doch merklich anders ausfallen wird. So ist z. B. auch 
die Tangentialgeschwindigkeit einer reibenden Flüssigkeit an festen 
Wänden gleich Null, während sie nach dem Obigen endlich bleibt. 

Es möge nur noch an die freien Grenzen erinnert werden, die 
durch Strahlbildung auftreten können (vgl. Nr. 152), und an denen 
die Flüssigkeit auf der einen Seite in Buhe sein kann, während 
ihre Geschwindigkeit auf der anderen Seite der Diskontinuitätsfläche 
einen konstanten Wert hat.^) 

Kapitel V. 

Wellen. 

166. Oberfläohenwellen. ^) Oszillatorische Bewegungen in- 
kompressibler Flüssigkeiten unter dem Einfluß der Schwere sollen 
in dieser Nummer unter der Bedingung behandelt werden, daß die 
Geschwindigkeit ein Potential hat, und daß die Geschwindigkeits- 
komponenten so klein sind, daß ihre höheren Potenzen und Pro- 
dukte vernachlässigt werden können. 

Nach Nr. 150 (7) genügt (P der Gleichung 

Aa> = 0. (1) 

Femer muß an allen von Wänden begrenzten Oberflächen der 
Flüssigkeit 

II - W 

und an den freien Oberflächen der Druck 

p = konst. (3) 

sein. 

Das Potential der äußeren Kraft (Schwerkraft) ist 

V=-gs, (4) 

wenn die äi -Achse senkrecht nach unten gerichtet ist. Also wird 

1) Vgl. G. K i r c h h f f , Vorlesungen über Mechanik, 4. Aufl. , Leipzig 
1897, S. 290 ff.; H. Weber, Die partiellen Differentidlgleichtmgen der 
math. Physik 2, 5. Aufl., S. 483 ff. 

2) Vgl. Airy, Tides and Waves, §§ 160ff., 1845, 
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aus Nr. 150 (5) unter Yemachlässigung der zweiten Potenzen von 

~~ ~df + 7" "" ^^ ^ ^°^^*- (^) 

Die freie Oberfläche sei genähert die a;^ -Ebene, also ist an ihr, 
wenn wir den dort herrschenden Druck Pq nennen, 

-||- + f -</^=kon8t. (6) 

Durch Differentiation dieser Gleichung nach t (bezogen auf ein 
materielles Teilchen) erhalten wir an der freien Oberfl&che 

a** , dg . 

und zwar darf in (7) genähert z = gesetzt werden. 

Durch (l), (2) und (7) ist die Bewegung bestimmt, wenn sie 
zur Zeit ^ = gegeben ist. 

Zur Integration der Qleichung (l) nehmen wir an, daß in 
der Form Q^ WZT (8) 

dargestellt werden kann, wo ^ von x und y, Z von 0^ T von t ab- 
hängig ist. 

Wegen (l) gilt dann 

+ + ^^^=0 (9) 

^^k'Z. (10) 

Ist der Boden horizontal, also z. B. die Ebene "= ^, so ergibt 
(10) zusammen mit der auf den Boden angewandten Gleichung (2), 

die die Form (-5- ) = annimmt, 
\dz)z = h ' 

Z = coshÄi^Ä--;?). (11) 

Aus (7) folgt dann für T die Gleichung 

^Yr = -^*tghM.r, (12) 

deren Integral _ 

T = Acoi — {t — g (13) 

lautet, wo g 

^^^yghighkh (14) 

ist. 
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Ist die Bewegung von y unabhängig, so ergibt (9) als Inte- 
grale f&r W ^vclTcx und cosÄ;a;. 

Siehende WeUen. Sind femer noch die Ebenen x = und aj = Z 
feste Wände, so wird der Gleichung (2) dadurch genügt, daß man 

für W in (8) cos —j— setzt, wo « = — eine beliebige ganze Zahl ist. 

Das allgemeiDste Integral lautet demnach 



00 



==^ M^ cos h B^ sm 1 cos — y— cosh —.- (h ~ z). (15) 

Hierbei ist 

Die Eonstanten Ä„ und jB^ können mit Hilfe der Fourier- 
sehen Eeihe so bestimmt werden, daß fdr ^ = die Form der 
Oberfläche und die vertikal nach unten gerichtete Qeschwindig- 
keitskomponente jeden Teilchens derselben gegeben sind, so daß 
z. B. beliebige kleine Anfangsstörungen der freien Oberfläche dar- 
gestellt werden können.^) 

Die Schwingimgsdauem der durch (15) dargestellten stehenden 
Wellen ergeben sich aus (16). Sie werden besonders einfach, wenn 

Mir 7k 

—j— sehr klein oder sehr groß ist. 

Im ersteren FaUe, d. h. in sehr seichtem Wasser, wird 

21 



nYgh 
im zweiten, d. h. in sehr tiefem Wasser 



^n 



= 21/^. 
V na 



Fortschreitende Wellen, Ist die Wassermenge nicht durch ver- 
tikale Wände begrenzt, so ergibt (8) z. B. Wellen, die in der a;-Rich- 
tung fortschreiten, in der Form 

O = cos (— Jcxj cosh k{h-'z)^ (17) 



1) PoisBon, FaHs Mem. de l'Ac, 1, 1816. A. L. Cauchy, Faris 
Mem. de VAc, 1, 1827. W. ThomsoD, Proc. Boy, Soe. 4«, 1887; Phil, 
Mag, (5) 28, 1887, p. 113. W. Burnside, Lond Math. Soc. Proc. 20, 
1889, p. 22. 
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deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit v = ^ ist, oder nach (14) 



v^y-^tghkh, (18) 

Hier ist Je mit der Wellenlänge L durch die Gleichung -i^ =* ver- 
knüpft, so daß 



« -Vlf^^ ('») 



wird. 

h 
Für Tiefseewellen ist j- unendlich groß, also 



-m- 



(19') 
Ist andrerseits die Wellenlänge sehr groß gegen die Tiefe, so wird 

v=yjh. (19") 

Die Bahn eines Flüssigkeitsteilchens erhält man durch Inte- 
gration der Gleichimgen 

dx d^ dz d^ 

dt dx ' dt dz 

Für fortschreitende Wellen folgt aus (17) 

kt /2nt 



(20) 



^ == g— COS ( kx\ cosh k(h — e) 

-e = g— sin ( kxj sinh k(h — z). 



(21) 



Elimination von t ergibt, daß die Teilchen Ellipsen beschreiben.^) 
167. Die Lord Bayleighsohe Methode.') Zur Lösung 
vieler auf Wellen bezüglicher Probleme kann man mit Lord Ray- 
lei gh zweckmäßig die funktionentheoretische Methode heranziehen. 
Voraussetzung ist, daß die Strömung nur von zwei Koordinaten 
abhänge. Wir legen die a; -Achse horizontal, die y-Achse vertikal 
nach oben, und es sei bei ruhender Flüssigkeit die Ebene y =' 
die Oberfläche. 



1) Stokes, Camhr. Phü. Soc. Trans. 8, 1847, p. 441 {Papers 1, 
p. 197); Camhr, and Dublin Math. Joum. 4, 1849, p. 219 {Fapers 8. 
p. 221). 

2) Lord Bajleigh, Phü. Mag. (5) 1, p. 305. 
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Wir nennen das Geschwindigkeitspotential und die Strömungs- 
iimktion und ^ und setzen e^'X-^-yi. Dann sei z. B. 

^\*^ e + *ac<** + i/3e-'*', (1) 



so daß 

— = — X — (ae~**' — ß^^^) sinÄo; 

y (2) 

— = — y + (ae"**' + j3c*^) cos lex 

wird. 

Durch (2) ist eine Strömung mit der Geschwindigkeit v parallel 
der X-Achse dargestellt, zu der eine wellenförmige Störung hinzu- 
kommt. 

Es soll angenommen werden, daß die Amplitude der Wellen 
klein gegen die Wellenlänge ist, d.h. a Je und ßJc sollen klein sein. 

Die Oberfläche sei durch die Strömungslinien ^==0 gebildet, 
nach (2), muß also genähert sein 

y =^ (ci + ß) cos Jcx . (3) 

Auf dem Grunde i/ = — h muß ^ auch konstant sein, also muß 

ae**+i3e-**=0 (4) 

sein. 

Setzen wir wegen (4) 

« = - Y «-**' ß = T «". 

SO gehen die Gleichungen (2) über in 



— = — X •{• C cosh Ä; (y -f Ä) sin hx 

■qr 

— = — y -\- G sinh Iciy -\r li) cos lex. 
Nach Nr. 150 (8) ist 

f+«+i|(ID+(0l='»^ 

Diese Gleichung wird auf der Oberfläche, wo 

y = (7 sinh Teh • cos lex 
ist, genähert 

— = konst. — gy — -^ v^ {— '^ + Cle cosh kh • cos lexY 

= konst. — {g — v^k otgh kh)y. 



(5) 
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Der Druck muß aber auf der Oberfläche konstant sein, also muß 

v^^j^tghkh (6) 

sein, wodurch sich die Wellenlänge i = -jt- von Wellen auf einem 

Strome der Tiefe h und der Geschwindigkeit v ergibt. 

Grenzen zwei sonst unbegrenzte Flüssigkeiten mit den Dichten 
Q und q' in der Ebene ^ =• aneinander, und bewegen sie sich 
mit der konstanten horizontalen Geschwindigkeit v (abgesehen von 
den Wellen, die noch auftreten können), so gilt in der unteren 

^ y + ße'vcoskx, (7) 

denn da <P für y = — cx> endlich bleiben muß, so wird a in (2) 
Null. Für die ol)ere gilt dagegen 

— = — 3/ + /3e-*y cos kx, (8) 

In großer Entfernung von der Grenzschicht ist die Geschwindig- 
keit beider Flüssigkeiten v. 

An der Grenzfläche sei 5*"= W'= 0, also genähert 

y = ß coskx. (9) 

Dann ergeben die Druckgleichungen 

— =konst. — gy — ^ (^ "~ ^kße'^^coskx) 

^ =konst. — ^3^ — ^ (1 + 2A;jSe"*ycosÄ:ir). 
An der Grenzfläche ist also 



— = konst. — {g — v*k)y 
—T = konst. — (^ + t; *A;)y . 



(10) 



Da aber ^ =^' sein muß, so folgt (Stokes)^) die Beziehung 

t;^ = |^, (11) 

aus der sich wiederum, wie in (6) die Wellenlänge als Funktion 
der Strömungsgeschwindigkeit ergibt. 

1) Wegen dieser Probleme vgl. man H. Lamb, Lehrh. d. Hydro- 
dynamik^ deutsch von J. Friedel, Leipzig u. Berlin 1907, S. 438ff. 
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168. Gruppengescliwindigkeit vonWasserwellen. Da nach 
Nr. 166 (19) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v von Oberflächen- 
wellen eine Funktion der Wellenfläche L ist, so wird die Geschwin- 
digkeit u einer endlich begrenzten Wellengruppe von der Phasen- 
geschwindigkeit eines unendlichen Wellenzuges verschieden sein. 

NachNr.85(3)gilt ^^ 

u^v-L^^- (1) 

Ist das Gewässer sehr flach, so folgt speziell aus Nr. 166 
(19") u = v, (2) 

d.h. die Gruppe pflanzt sich mit derselben Geschwindigkeit fort 
wie eine unendlich ausgedehnte sinusförmige Welle. 

Ist dagegen die Tiefe unendlich groß, so wird nach Nr. 166 

(19') « = |, (3) 

dann ist also die Gruppengeschwindigkeit nur halb so groß. 

Die Gruppengeschwindigkeit hat, wie Reynolds ^^ am spe- 
ziellen Falle, der Tief wasser wellen, Lord Rayleigh^) dagegen 
allgemein bewiesen hat, eine einfache Beziehung zum Energie- 
transport. Sie ist nämlich das Verhältnis der mittleren Energie- 
strömung zum Energieinhalt zwischen zwei Ebenen vom Abstände 1 
senkrecht zur Richtung der Energieströmung. 

Kapitel VI. 

Luftschwingungen. 

169. Die Differentialgleioliung für das Gesohwindigkeits- 
potential. In den folgenden Nummern wollen wir die Schwin- 
gungen in Gasen unter der Voraussetzung behandeln, daß keine 
äußeren Kräfte wirken, daß die Geschwindigkeit sich aus einem 
Potential O ableitet, und daß die Amplituden der Oszillationen so 
klein sind, daß man die höheren Potenzen von (D und seiner Dif- 
ferentialquotienten vernachlässigen kann. Dann werden auch die 
Verdichtungen unendlich klein sein. 

unter diesen Beschränkungen gelten die Gleichungen 

(vgl. Nr. 150 (3)); 

1) 0. Reynolds, Nature 16. 343, 1877 = Scimt. Papers 1, S. 198. 

2) Lord Rayleigh, Proc.Lond.Math.Soc.d. 21, 1877 == Scient 
Papers 1, S. 322. 
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If- = 9A<P (2) 

(vgl. Nr. 146 (4')) und 

. - H +/? - """^ (») 

(vgl. Nr. 160 (5)). ^ 

Hier ist ^ eine Funktion von jp, und zwar finden die Luft- 
verdichtungen und -Verdünnungen so schnell statt, daß der Vor- 
gang als adiabatisch betrachtet werden kann. Dann gilt nach 
Nr. 146 (15)) 

d. h. 

^ = x^, (5) 

wenn wir ^ = ^o + ^?> 1^ '^i'o "i" ^i^ setzen, 
dp. 
Für — , die sogenannte Verdichtung, wollen wir die Bezeichnung 

ds = ^ (6) 



einführen. 

Dann wird (2) 

während nach (5) 



11= ^<^. (^) 



^ = '^d9 = !^d, = c»ds (8) 

wird, wenn wir die für jedes Gas charakteristische Konstante 

^ = c« (9) 

setzen. Somit geht (3) in 

-|f + c*s-0 (10) 

über, wenn wir die Eonstante im Integral von (3) so bestimmen, 
daß bei ruhender Luft (s « 0) <P = wird. 

Aus (7) und (10) folgt für <l> die partielle Differentialgleichung 

^ = «'^*-^) (") 

d*$ 1 ä'p Bq 
1) Differentiiert man (3) nach t, so erhält man ^ -, = — -r^^rr» 

ot^ Q dg ot 

also nach (2) ^ - j- = -j^ A$. Nun ist für isotherme Änderungen dpjd^ 

Ol OßQ 
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Kennt man <Z>, so ergeben sich die Geschwindigkeitskompo- 
nenten nach (l), die Verdichtung nach (10). 

Durch Vergleich von (11) mit den Ergebnissen von Nr. 127 
ersehen wir, daß Schwingungen in Oasen sich mit der Geschwindig- 
keit c ausbreiten, und zwar ist nach (9) 



v-f 



'r • (12) 



Für Luft von Atmosphärendruck ist 3c = l,41; ^ = 1 Atm 

= 1,013 10« — ^; Q - ^^^^ -?L so daß sich die Schall- 
' cm ßec*' ^ l-\-at cm" ' 

geschwindigkeit in Luft zu 



C- 33 240]/!+ «^ 



cm 



sec 
berechnet. 

Es wird genügen, wenn wir die Schwingimgen als einfach 
sinusförmig annehmen, d. h. einfache Töne voraussetzen, da kom- 
pliziertere Bewegungen wegen der Linearität der Gleichung (11) 
sich durch Fouri ersehe Reihen einfach additiv aus den Einzel- 
schwingungen zusammensetzen. 
* Sei die Schwingungszahl n, die Schwingungsdauer T, also 

« = ^, so können wir 

<Z> = qye8^'»< (13) 

setzen, und nach (ll) genügt dann W der Gleichung 

JW+J(^W=^Oy (14) 



unter Je den Wert 



(15) 



Terstanden, wenn X die Wellenlänge ist. 

170. Ebene Wellen. Hängt W nur von iS ab, so haben wir 
es mit ebenen Wellen zu tun. Die Integrale von Nr. 168 (14) sind 
dann e~*** und e+'**, so daß die allgemeinste Lösung für das 
Potential der reelle Teil von 

Wird. D. h. 
a> = A cos 27t(«^ — 4- — «) + -^ ßös 2n{nt + ^ — (3). (l) 



eine Eonstante, dagegen für adiabatische dpjdQ =» -^ nur innerhalb 
der von uns gewünschten Genauigkeit. 

Webern. Gans: Bepert. d. Physik. I. 22 
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(1) stellt also die Summe zweier Wellen dar, die sich mit der 
Geschwindigkeit o = tiA in Richtung der positiven resp. negativen 
jS- Achse fortpflanzen (Nr. 83). 

Betrachten wir nur die nach positiven z fortschreitende Welle 

O = A QO^ 27t(nt — -r a), (2) 

so wird nach Nr. 168 (1) 

ö. - 0; ö, - 0; ü. - - II = _ I|i8in2«(«<-f -«). (3) 

Die Geschwindigkeit hat also die Richtung, in der sich die 
Phasen fortpflanzen, d. h. Schwingungen in Gasen, welche ein Ge- 
schwindigkeitspotential hahen, sind longitudinäle Wdlen, 

Die Verdichtung berechnet sich nach Nr. 168 (10) 

5 =s — sin 2%{nt — -^ a); (4) 

sie pflanzt sich also mit derselben Geschwindigkeit c fort, wie das 
Potential und die Geschwindigkeit der Teilchen. 
Aus (3) und (4) folgt 

ö, «= C5. (5) 

Die Verschiebung ^ eines Luftteilchens aus der Gleichge- 

dt d^ 

wichtslage berechnet sich nach der Formel 37 = — -o- • Hier ist 

^ = 1^ + I^Ö, (vgl. Nr. 145 (2)); da aber die Geschwindigkeiten 
unendlich klein sind, so gilt einfach 



(6) 



dt" de' 
d.h. 

f = — cos 27t(nt — T — «) . (7) 

Nach (3) und (4) haben also f£lr fortschreitende Wellen Ge- 
schwindigkeit und Verdichtung gleiche Phasen, während nach (7) 
die Phase der Verschiebung um Y^ Periode hinter der der Ge- 
schwindigkeit und der Verdichtung zurück ist. 

171. Schwingungen in Bohren und Pfeifen. Wir legen 
die ;e:- Achse in die Böhrenachse. Die Ebene i? >» sei eine feste 
Wand, an der die Luftgeschwindigkeit Null sein muß, während 
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an der Stelle z ^l eine am Ende eines Stabes S befestigte Kork- 
scheibe die Röhre fast völlig abschließt. Reibt man den Stab longitu- 
dinal an, so s 

macht an der 1^ j F - 

SteUe 0^1 ^-^ '•' 

,. . , Pig. 115. 

die in der 

Bohre eingeschlossene Luft die gegebenen Schwingungen der Eork- 
scheibe mit. Die Anordnung ist die in Fig. 115 skizzierte der so- 
genannten Eundtschen Staubfiguren, die noch in der Akustik 
besprochen werden wird. 

Für das Potential der Luftbewegung in der Röhre gelten 
anßer der Differentialgleichung Nr. 168 (11) die Grenzbedingungen 

für e^h '-^^Gcos27tnt; (8') 

an der Rohrwand 

Der Bedingung (9) wird genügt, wenn man O als unabhängig 
Yon X und y annimmt; für W gilt also die Gleichung Nr. 168 (14) 

welche das allgemeinste Integral 

^ = -ä cos (k0 — a) (10) 

hat. Wegen (8) ist a = 0, und wegen (8') ist 

ÄJcHmkl^G, (11) 



so daß 

k sin kl 



(Z> — T— ^ — jT^ cos Ä;;er cos 27r»^ (12) 



wird. 

Daraus folgt für die Geschwindigkeit und die Verdichtung 

s = — , -TTT- = j-^i cos kz sin 2nnt, (14) 

c' dt csiuÄf ^ ^ 

22* 
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Es ist also im Bobr eine stehende Welle vorhanden mit Knoten 
und Bäuchen an festliegenden Stellen (vgl. Nr. 84), nnd zwar 
koinzidieren örtlich die Bäuche der Geschwindigkeit mit den Knoten 
der Verdichtung. Insbesondere ist die Wand e ^= ein Knoten 
für die Geschwindigkeit, dagegen ein Bauch für die Verdichtung. 

^^« {BäuAeh*'(vSE,g| ^*'«*° '^ ^^"^ ^'""«'^ ' = T 

gl 
'^ ^y wo q ^ 0^ 1^ 2^ 3f . . , d. h. alle ganzzahligen Werte haben 

kann, die ^ < ? entsprechen. 

Die Amplituden erhalten ihre größten Werte für kl ^^ rity wo 

r eine beliebige ganze Zahl ist, oder da nach Nr. 168 (15) A; »- -r- 

rX 
ist, für ^ »9 — , d. h. wenn die Böhrenlänge ein Multiplum der 

halben Wellenlänge ist. 

Dann werden die Amplituden der Geschwindigkeit und der 
Verdichtung nach (13) und (14) unendlich groß. Daß dies in 
Wahrheit nicht eintritt, liegt daran, daß die Eohrwände niemals 
vollkommen starr sind, und daß die Schwingungen im Bohr durch 
Beibung gedämpft sind. 

Das Maximum bleibt aber trotzdem bestehen. Es wird durch 
Eesonane des Bohrs auf die erregende Schwingung hervorgerufen. 
Besonanz tritt also ein, wenn die Erregung in einem Bewegungs- 
knoten der erzeugten Welle stattfindet. Für ^^l wird allerdings 
)Dg nicht gleich Null, wie es das Kriterium eines Knotens verlangt, 
sondern nimmt den Wert C an, doch kann man im Falle der 
Besonanz diesen Ort als relativen Knoten bezeichnen. 

Da r alle beliebigen ganzzahligen Werte annehmen kann, so 
resoniert ein Bohr der Länge l auf einen Ton der Wellenlänge 
X » 2{ und alle harmonischen Obertöne. 

Man kann die Gleichung (13) in der Form 

ö, — . jLi {8iH (kz + ^Tcnt) -f 8m(]cz -— 27tnt)} (15) 

schreiben, d. h. die stehende Welle kann man sich (vgl. Nr. 84) 
durch die Superposition zweier fortlaufender Wellen entstanden 
denken, von denen die eine sich nach negativen, die andere sich 
nach positiven z fortpflanzt. Letztere entsteht durch Beflektion 
der ersteren an der festen Wand jp = 0. 

Orgelpfeifen. Sieht man von der Trägheit der Luft außerhalb 
des offenen Endes einer Orgelpfeife ab, so darf man annehmen; 
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daß am offenen Ende die Verdichtung Null bleibt, also einen 
Knoten hat, wie D. Bernoulli, Euler und Lagrange das ge- 
tan haben. 

Das untere Ende je; == 0, d. h. das Ende, welches angeblasen 
wird, darf genähert als offen in diesem Sinne angesehen werden, 
weil die Pfeife dort ein seitliches Loch hat (vgl. Fig. 116). 

Ist auch das obere Ende offen, so wird das Geschwindigkeits- 
potential die Form annehmen 

== (Ä cos Jc0 + B sin kg) sin 27tnt. (16) 

Da aber nach Nr. 168 (10) oy === sein muß für 

z=0 und 0=^1^ so muß Ä => und kl =■ m sein, wo r 
eine beliebige ganze Zahl ist, d. h. es wird 



00 



=^^ B^ sin -=-£! sin ^itnt, (17) 

r = l 

Die Wellenlänge des Grundtons (r = l) wird also ^== 2Z 
sein. Außer diesem können alle harmonischen Obertöne ent- 
stehen. 

Die Geschwindigkeit 



£ 



ö. =— K- =» — ^.B^-rr- COS -^z sm 27cnt (18) 

dz ^^ '' l l ^ ^Pig.116. 

besteht aus einfachen Schwingungen, die an den Enden Bäuche haben. 
Ist dagegen die Pfeife oben gedeckt, so gilt für j? =» 0: -^j- = 0; 
^ z ^ h -K- «— 0, somit geht (16) in 



00 



^^B^ sin ^^^4r^^ '^ ^^^^ (^^) 

q = 

Über, wo q alle ganzen Zahlen, Null eingeschlossen, durchläuft. 

Die Wellenlänge des Grundtons g = ist somit Aq == 4 Z. 
Außer diesem kommen aber nur die Obertöne ungerader Ordnung 
zustande. Am geschlossenen Ende hat die Bewegung somit einen 
Knoten, die Verdichtung einen Bauch. 

Eine offene Pfeife wird nach dem Vorigen einen Grundton 
haben, der eine Oktave höher ist als der einer gedeckten Pfeife 
derselben Länge. 

Die exaktere Theorie der Pfeifentöne wird in Nr. 172 bespro- 
chen werden. 
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172. Kugelwellen. Nehmen wir an, daß das Potential 
außer von der Zeit nur von der Entfernung r von einem festen 
Punkte abhängt, so schreibt sich die Gleichung Nr. 168 (11) in 
der Form*) 

d'{r^) _. d'(r^) ,.. 

so daß nach Nr. 126 (3) und (4) das Integral 

^^ F,(r-ct) F,(r + ct) .^. 

r r ^ ^ 

hat, imter F^ und F^ zwei willkürliche Funktionen verstanden. 
Der erste Term rechts stellt eine Kugelwelle dar, die sich mit 
der Geschwindigkeit c nach außen fortpflanzt, während der zweite 
Term eine Kugelwelle ist, die mit derselben Geschwindigkeit von 
allen Seiten auf den Punkt r = zuläuft. 

Wenn ein bestimmter Wert der Gleichung 168 (ll) ge- 
nügt, so ist der Differentialquotient nach einer Koordinate auch 
ein Integral. 

Setzen wir in (2) F^ == und wählen für F^ die Funktion 

g»*(r-cO^ WO A =- -^ die Wellenlänge, t" ™ ** ^^® Schwingungs- 
zahl bedeutet, so ist also auch der reelle Teil von 

de r 

eine Lösung der Gleichung Nr. 168 (11), die wir jetzt diskutiren 
wollen. 

Die soeben angegebene Funktion kann man auch schreiben 

wenn Q' der Winkel ist, den der Radiusvektor r mit der Achse 
eines räumlichen Polarkoordinatensystems einschließt. 
Der reelle Teil dieser Funktion ist 

(P = C^(^^^*^=^)cosO. (3) 

Für Werte von r, die klein gegen die Wellenlänge X sind, so 
daß hr eine unendlich kleine Zahl ist, gilt 

1) Vgl. z. B. R. Gans, Einführung in die Vektoranalysis 3. Aufl. 
Leipzig u, Berlin 1913, S. 62, Formel (12). 
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C C 

(P = ä cos Jcct • cos -d- «= ^ cos 27tnt • cos -^ , (4) 

also 

— -^ = ör = « ^os 27tnt cos 0. (5) 

Für r =^ a wird 

2 C 

t)^ =» j- cos 27rw^ cos 0, (6) 

d. h. eine von r unabhängige Funktion. 

(3) ist also ein Integral, welches der Luftbewegung entspricht, 
wenn eine gegen die Wellenlänge kleine Kugel vom Radius a auf 
der ;?-Achse sich in unendlich kleinen Schwingungen hin und her 

bewegt. Die Bedingung, daß -y- klein ist, ist sogar überflüssig, 

nur gelten dann die Gleichungen (4) bis (6) nicht mehr. 

In Entfernungen r vom Eugelzentrum, die groß gegen die 
Wellenlänge sind, wird 

<p Cfc -^^^^-^^ os» (7) 

und 

Ö, = ö- = Ok^ ^ cos d^ . (8) 

'^ dr r ^ ^ 

Ist die Amplitude der Kugelschwingung Ä, so wird 

/- a\^Ac cosk{r — ct) . z^^v 

t)^^{^27t^j )^ ^cos^, (8) 

da für die Geschwindigkeit des Kugelzentrums nach (6) 



und somit 



^:: «= «cos 27tnt 

dt a' 



t = ö — sin 27tnt 



gilt. 

173. Die Endkorrektion offener Pfeifen. Besonatoren. Wie 

wir schon oben (Nr. 170) erwähnten, ist die Annahme, daß die 
Verdichtung an der Mündung einer offenen Pfeife stets gleich Null 
sei, wegen der Trägheit der äußeren Luftmasse unzulässig. Des- 
halb wird auch der Eigenton einer offenen Pfeife etwas tiefer sein, 
als der Vernachlässigung der Schwingungen im äußeren Luftraum 
entspricht, oder die „reduzierte Pfeifenlänge^^ etwas größer, als 



s 



Fig. 117. 
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die wahre Länge, wenn man unter reduzierter Länge die Länge 
einer gedachten Pfeife versteht, bei der sich unter der Annahme, 
daß an der Mündung ein Knoten der^ Verdichtung liegt, derselbe 
Eigenton berechnet, den die wahre Pfeife in Wirklichkeit hat. 

Helmholtz^) hat das 

Problem streng behandelt 

unter der Annahme, daß die 

_>x Pfeife in der Ebene ihrer 

/ « Mündung durch ein un- 

/II I endlich ausgedehntes Brett 

I (vgl. Fig. 117) begrenzt ist, 

I im allgemeinen zylindrische 

ylll Form hat, von der sie nur 

in der Nähe der Mündung 

abweichen darf. 

Man kann dann den gan- 
zen Kaum in drei Teile zerlegen, den Raum I, in welchem die 
V^ellen noch eben sind, und ^ der Gleichung 

5^j = J. cos Ä;;? + jB sin J&z (l) 

genügt, wenn etwa ^e: » die Qrenzebene zwischen den Räumen 
I und n darstellt, wo der Abstand dieser Grenzebene von der 
Pfeifenmündung unendlich groß gegen die Quersohnittsdimensionen 
der Pfeife, aber klein gegen die Wellenlänge ist. 

Im Räume III werden die Wellen kugelförmig sein, wenn der 
Halbkreis, der II und III trennt, einen Radius hat, der groß 
gegen die Querschnittsdimensionen der Pfeife, aber klein gegen 
die Wellenlänge ist. In III wird die Funktion ^ somit die Ge- 
stalt (vgl. Nr. 171) des reellen Teils von 

^m = G'^ (2) 

besitzen. 

Die Dimensionen des ganzen Raumes U werden nach den so- 
eben angeführten Bestimmungen über seine Begrenzung klein gegen 



1) H. V. Helmholtz, Grelles Jaurwa 57, 1860, S. 1 = Ostwalds 
Klassiker Nr. 80 =s Wissensch. Äbh. 1, S. SOS; siehe auch ,, Vorlesun- 
gen über die mathem. Prinzipien der Akustik^. Leipzig 1898, S. 209. 
Man vgl. auch G. Kirchhoff, Vorlesungen über Mechanik. 4. Aufl. 
Leipzig 1897, S. 327ff. und Lord Rajleigh, Theorie des SdutBs, 
deutsch y. Fr. Neesen 2, § 318, Braunschweig 1880. 
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die Wellenlänge sein, so daß W dort genähert der Gleichung 



JW, 







(3) 
zu genügen hat. 

Man hat also eine Funktion ?F[j zu finden, welche die Glei- 
chung (3) erfüllt, mit ihren ersten Differentialquotienten stetig 
an den Grenzen in die Funktionen ^j resp. ^jjj übergeht, und 
deren Differentialquotient nach der Normalen an den Wandungen 
der Pfeife imd des äußeren Begrenzungsbrettes gleich Null ist. 

Diese Funktion ist dieselbe, als wenn es sich um die wirbel- 
lose Strömung einer inkompressiblen Flüssigkeit resp. eines elek- 
trischen Stroms in dem betrachteten Baum 
handelte, die Aufgabe ist also identisch mit 
dem Problem des Ausbreitungswiderstandes 
des elektrischen Stroms durch einen zylin- 
drischen Draht beim Eintritt in eine große 
leitende, von einer Ebene begrenzte Masse. 

Die Strom- und Aquipotential- 
linien sind in Fig. 118 genähert = 
gezeichnet für den Fall, daß die = 
Pfeife, vollkommen zylindrisch ist E 
und eine kreisförmige Öffnung hat. 

Helmholtz findet als reduzierte Länge 
einer offenen Pfeife der Länge l und des 

Radius a den Wert ? -f- ~ a, muß allerdings 

die Form der Böhrenwand in der Nähe der 
Mündung besonders bestimmen — nämlich 
so, daß sie sich den Stromlinien anpaßt — 
wobei sich freilich zeigt, daß die Bohre auch 
an der Mündung fast exakt zylindrisch ist. Dagegen nimmt Lord 
Rayleigh^) die Bohre als zylindrisch an und schließt die redu- 
zierte Länge in zwei Grenzen ein; er findet, daß sie zwischen 

it 8 

^ -f- — a und ? + ö~ ^1 ^- ^- zwischen l + 0,785 a und l + 0,849 a 

liegt.») 

Dieselbe mathematische Methode läßt sich auf die Bestimmung 
der Tonhöhe von Besonatoren anwenden, wenn man imter einem 

1) Lord Bayleigh, FM. Trans. 161, 1870, S. 77; Lond. Math. 
Soc, Proc. 7, 1876, S. 70. 

2) Wegen der Berechnung der Korrektion vgl. auch P. Debye, 
Stationäre und quasistationäre Felder. Enc, d. maih. Wiss. 5, Art. 17, 
S. 418. 




Fig. 118. 
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Resonator (nach Kirchhoff: „cubische Pfeife") ein Gefäß versteht, 
dessen sämtliche Dimensionen klein gegen die die Schwingungen 
erregenden Wellenlängen sind. 

Das Gefäß vom Volumen T habe eine kleine Öffnung vom 
Radius B oder der Fläche ä = jR^tc. Dann ergibt sich als Eigen- 
schwingungszahl ^ 



n = 



yiLn^ yr 



w 



cm 
WO c die Schallgeschwindigkeit bedeutet; also für c = 332 — 

S6C 

w = 56,2ij, (5) 

■\/T 

was mit früher angestellten Beobachtungen von Sondhauss^) 
gut übereinstimmt, die zu der Formel 

.= 52,4^ (0 

geführt haben. 

174. Das Dopplersche Prinzip, um die Veränderungen zu 
studieren, die eine Bewegung des Beobachters oder der Schall- 
quelle auf die Wahrnehmung der Schwingungen hat, wollen wir 
annehmen, daß der tönende Körper sich in großer Entfernung 
vom Beobachter auf der negativen ^i -Achse befinde, so daß die 
ausgesandte Welle in der Nähe des Beobachters, der sich auch auf 
^er ;sr-Achse befindet, als eben betrachtet werden kann. 

1, Buhende Schallquelle, hewegter Beobachter. Ruht die Schall- 
quelle, so ist das Potential, bezogen auf ein ruhendes Bezugs- 
system 

Hat der Beobachter die Geschwindigkeit^) t;, und seien die 
Koordinaten eines Raumpunktes im ruhenden Bezugssystem 6^0;, y, Zy 
in einem mit dem Beobachter mitbewegtem System 8' x\ y\ /, 
so bestehen die Beziehungen 

X = a;; y ^ y\ z ^=^ z — vty (2) 

wenn 8 und 8" zur Zeit ^ = zusammenfallen. 



1) Sondhauss, Pogg, Ann. 81, S. 235 u. 347; vgl. auch die 
Messungen von Wertheim, Ann. Chim. et de phys. (3) 31, S. 428. 

2) Wir wollen uns auf den Fall v<c beschränken. 
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In den Koordinaten des bewegten Systems lautet O somit 

O = ^e»''»«('-'-^') = Ae^^'^'i'-^). (3) 

Bierin ist 

V c) (4) 

c =^ c — v , 

d. h. an das Ohr des Beobachters gelangen n Schwingungen pro 
Sekunde, der Ton erscheint ihm also tiefer, wenn er sich von der 
Tonquelle fortbewegt, höher, wenn er sich derselben nähert. 

2, Bewegte SchäUqueUe, ruhender Beobachter. Bewegt sich die 
Schallquelle mit der Geschwindigkeit v^ in Richtung der ;2^- Achse, 
so führe man in die Gleichung 

dt' ^ dz' ^^ 

die Koordinaten x^<, Pi^ 0^ eines mitbewegten Kordinatensystems 
ein, so daß x = üj^; y = yi'^ ^ = 0i +' v^t wird. 

d/dt bezeichne die Differentiation nach der Zeit bei konstanten 
x,y^ Zf während d/dt die Differentiation bei konstanten x^^y^^ e^ 
bedeute. Dann ist 

d____±, d_ _d___d_ _a d_ J d_ /«N 

dt~' dt'^^^dz' dx^ dx' dy^ dy' dz^ dz' W 

so daß (5) in 

übergeht. 

Setzen wir ein Integral in der Form 

an, 80 bestimmt sich a aus der Gleichung 

«2 + 2«;!« « c* - t;l^ (8) 

welche die Lösungen 

a = ± c — Vj (9) 

hat, von denen uns aber nur die mit dem oberen Zeichen inter- 
essiert, da wir eine Schwingung behandeln wollen, die sich in 
Richtung von + z fortpflanzt. 
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Somit wird 
<D = e»»'-(*-c-3rJ = e»"-!'-^) = c»'"-x('-t), (10) 

WO 

n^ ^; Ci = c (11) 

1-^ 
c 

ist. Hier bedeutet n^ die vom ruhenden Beobachter bestimmte 
Schwingungszahl, während n die Schwingungszahl des von der 
Schallquelle erregten Tones ist 

3, Bewegte SckaUgueUe, bewegter Beobachter. Hat der tönende 
Körper die Geschwindigkeit t^^, der Beobachter die Geschwindig- 
keit v, so erhftlt man die wahrgenommene Schwingungszahl N 
durch die Kombination Yon (4) und (11) als 

N^nllZ^. (12) 

Bei der Ableitung, die keineswegs als sireng gelten kann, ist 
auf das Strömungsfeld, welches schon durch die Bewegung der 
nicht tönenden Schallquelle resp. des Beobachters hervorgerufen 
wird, keine Bücksicht genommen worden. 

Auf die Resultate dieser Überlegungen hat zuerst Doppler^) 
aufmerksam gemacht; man hat sie durch Beobachtungen auf Eisen- 
bahnen experimentell bestätigt^), Mach^) hat auch einen Labo- 
ratoriumsapparat zur Demonstration des Dopplerschen Phänomens 
augegeben. 

Kapitel VII. 

Flflssigkeitsreibnng. 

175. Die Bewegungsgleiohiingen. Wenn die Deformations- 
größen sich nicht mit der Zeit verändern, also im Gleichgewichts- 
zustande, ist an jedem Orte einer Flüssigkeit ein Druck J7 vor- 
handen, der auf ein irgendwie orientiertes Flächenelement normal 
wirkt. 

Ändern sich aber die Deformationsgrößen mit der Zeit, so ist 
die einfachste Annahme die, daß die Abweichungen der Druck- 
kräfte von diesem allseitig konstanten Druck lineare Funktionen 
der Anderungsgeschwindigkeit der Deformationsgrößen sind. 

1) Doppler, Das farbige Licht der Doppelsteme. Prag 1842. 

2) Buya Bailot, Togg. Ann. 66, 1846; Vogel, Pogg. Ann. 168, 
S. 287; Mach, Wien. Ber. 127. 

3) E. Mach, Wien. Ber. 41, 1860; 77, 1878. 
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Es muß also, wenn wir noch die vollkommene Isotropie einer 
Flüssigkeit berücksichtigen (vgl. Nr. 103 (16)) 

gelten. 

Für inkompressible Flüssigkeiten ist der Druck U das Mittel 
aus den Normaldrucken, d. h. 

Man wird nun den beobachteten Erscheinungen gerecht, wenn 
man annimmt, daß diese Beziehung auch für kompressible Flüssig- 
keiten gilt, daß also 21 = 3fi ist, so daß 

n„=n + 2i^-4^divu (1') 

usw. 
wird. 

Dann lauten, wenn f die ftußere Kraft bezeichnet, die Bewe- 
gnngsgleichungen 

^ dt ^' ^ dx ^ oy dz '* ' ^rc * ' 3 3a; 

1 heißt der BeQmngshoeffizient. 

Seine Bedeutung wird klar, wenn wir eine Flüssigkeitsbewegung 
betrachten, bei der nur u^ existiert, während u^ = u, = ist, und 
zwar soll u^ nur von y abhängen. Dann folgt aus (1) 

TT TT 1 ^ ^^ 

d. h. es wirkt eine tangentiale Spannung, die dem Gefälle der Ge- 
schwindigkeit proportional ist. 
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Grenzt die Flüssigkeit an einen festen Körper, so lautet die 
Bedingung an seiner Oberfläche, daß hier keine Belativbewegung 
der Flüssigkeit gegen den Körper stattfindet. 

176. Die Energieumsetztingen. Um die Energiegleichüng 
zu bilden, multiplizieren wir Nr. 174 (2) skalar mit ndS und inte- 
grieren über den unendlichen Eaum, an dessen Oberfläche u == 
sein möge. 

Durch partielle Integration erhalten ¥dr 



dz 



Beschränken wir uns auf inkompressible Flüssigkeiten, so wird 

dt ^^ dt ^^ 

Hier bedeutet T die kinetische Energie 

T^^JquHS. (3) 

Q ist, wie wir durch Substitution von Nr. 174 (l') in Gleichung 
(l) dieser Nummer erkennen*), 

Ö=2x/def*U-diS 

(4) 



bedeutet also die in der Zeiteinheit durch Reibung entwickelte 
Wärme 

dt 



j^=f(j,n)dS (5) 



die von den äußeren Kräften in der Zeiteinheit geleistete Arbeit 
177. Minimalprobleine der Reibungswärme. Ist die Flüssig- 
keitsbewegung stationär und so langsam, daß die die Quadi'ate der 



1) Wegen der Tensorenbezeichnung vgl. man z. B. R. Gans, Ein- 
führtmg in die Vektor analysis. 3. Aufl. Leipzig u Berlin 1918, S. 84. 
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Geschwindigkeiten enthaltenden Glieder der Bewegungsgleichungen 
remachlässigt werden können, und leiten sich die äußeren Kräfte 
aus einem eindeutigen Potential ab, so gilt der Satz^): Bei der 
stationären Bewegu/ng ist die Beibtmgswärme geringer als hei irgend 
emer anderen Bewegung mit denselben Qrenzhedmgimgen. 

Für die stationäre Bewegung mögen die Bezeichnungen u^, 77^, 
für die variierte Bewegung VLi-\- U2, JTi + 12^ gelten. Dann ist bei 
der variierten Bewegung 

Q =/{ (Hl + n,) def (Ui + M,) } d S =/(n, , def u,) dS .^. 

+f(ni, def u,)dÄ +/{(iTi, def Uj) + (I7„ defu,)}<iÄ. 

Nun ist aber 

(J7i,defu,)-(i7„defUi), (2) 

wie sich sofort durch Berücksichtigung von Nr. 174 (l') ergibt; 

also ist der letzte Integrand in (l) 2 /(IIi, defUj)^^. Dieser 

Term läßt sich durch partielle Integration umformen, und 
man erhält, wenn man bedenkt, daß u^ an der Oberfläche ver- 
schwindet, 

f{n^ , def u,) dS f{äiY Hj, Uj) dS (3) 

oder mit Substitution der Bewegungsgleichungen für den statio- 
nären Fall =-y(f, u,)(?/S. 

Da aber f = — grad sein soll, so ergibt sich durch partielle 
Integration 

y(f, U^)d8 -/(grad O, U2)d8 ^fo div n^dS^O, 

da die Flüssigkeit inkompressibel ist. 
Somit lautet (1) 

Q-Qx + Qi- (4) 

Da aber QyQ^^Q^ wesentlich positive Größen sind (vgl. 175 (4)), 
so ist hiermit der behauptete Satz bewiesen. 

Aus demselben folgt die Eindeutigkeit der Lösung bei ge- 
gebenen Grenzbedingungen.*) 

unter denselben Bedingungen läßt sich zeigen, daß eine be- 

1) H. v. flelmholtz, Wiss. Ähh. 1, S. 223. 

2) Vgl. Helmhol tz, 1. c. 



352 Kapitel VII. FlüBsigkeitsreibimg 

liebige Bewegung bei konstant gebaltenen Geschwindigkeiten an 
der Grenzfläche schließlich dem stationären Zustande zustrebt. 
Es ist nämüch nach Nr. 175 (4) 

XQ^ 2A/(defu, defü)<iiSf=/(i7, defujdS, 

oder durch partielle Integration und Benutzung der Bewegungs- 
gleichungen 

^Q- -/(div 17, ü) dS = -/((^ü - f) n)d8 (5) 

Bei konservativen Kräften ist aber wie oben / (f , ü) diS ■- 0, 
also 

i ^ = -ßn^S, (6) 

d. h. Q nimmt beständig ab, da die rechte Seite von (6) wesent- 
lich negativ ist. Das hört auf, wenn u sich nicht mehr verändert, 
also ü =» 0, d. h. der Zustand stationär geworden ist.^) 

178. Strömung zwischen zwei parallelen Ebenen. Die 
Flüssigkeit bewege sich stationär in Richtung der a? -Achse; der 
Vorgang sei von y unabhängig, die Ebenen jp = ^ Ä seien feste 
Wände, d. h. 

U^=«0 für z^±h. 

Dann folgt aus der Inkompressibilitätsbedingung -^ — = und 
aus den Bewegungsgleichungen Nr. 174 (2) 

dy "' dz "• 

TI kann also nur Funktion von a?, u^. nur Funktion von z sein. 
Dann folgt aus der ersten Gleichung (l), daß 

sein muß, wo C konstant ist. Also wird 

Q 



1) Korteweg, Phil. Mag. (5) 16, 1888, p. 112. 
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und mit Berücksichtigung der Grenzbedingungen 

m 

«^-2T(^'-^') = 4?(^'-A (3) 

und der Gesamtfluß durch einen Querschnitt der Höhe 2 h und der 
Breite 1 

+Ä an 






»:r^^ = 4-l^Ä'- W 



179. Durchfluß durch Kapillaren (Transpirationsme- 
thode). Die meisten Bestimmungen des Beibungskoefflzienten von 
Flüssigkeiten sind dadurch gemacht worden, daß man die Aus- 
floßgeschwindigkeit aus Kapillaren gemessen hat. 

Die Kapillare habe kreisförmigen Querschnitt, ihre Achse sei 
die j? -Richtung. Dann wird im stationären Zustande u^ von un- 
abhängig sein; ferner wollen wir U^— Uy=» annehmen, was 
außer an den Enden der Bohre zutreffen wird. 

Dann folgt aus den Bewegungsgleichungen, wenn die Schwere 
wirkt und die ;e^ -Achse vertikal nach unten angenommen ist, 

dx "' dy ' ^ ' 

9i/ + 3J + A ( 3;^ + -gp-j = . (2) 

Es muß also 

?^ + |?=C (3) 

sein, und (2) geht, wenn wir statt x und y ebene Polarkoordinaten 
r, (p einführen und berücksichtigen, daß u, aus Symmetriegründen 
von dem Asdmut (p unabhängig ist, in 

}L±r^ = -^ (4) 

r dr dr X ^ ^ 

über. Durch Integration ergibt sich 

u. = -^+^logr+£, (5) 

Wo A und B Integrationskonstanten sind. 

A muß Null sein, da u, für r = endlich bleiben muß, 
und B bestimmt sich aus der am Bande der Kapillaren gültigen 

Weber n. Gftns: Bepert. d. Fhyaik. I. 28 
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Qrenzbedingung, daß flir r =^ a U, == sein muß. Also wird 

„^=^ (««_,«). (6) 

Hier ist nach (3) C ^ gQ + , , wenn ü^ und JTj die 

Drucke sind, die am unteren bzw. oberen Ende der Kapillaren der 
Länge l von außen auf die Flüssigkeit wirken, also 



U,= (^i7 + -V^)-^^ (6) 



und der Gesamtfluß 

a 



Q =/u,2«r dr = (^g + ^^) ^ ■ (7) 



Dieses Gesetz über das Strömen von Flüssigkeit durch Kapil- 
laren wurde von Poiseuille^) experimentell gefunden. 

Falls ein Gleiten, der Flüssigkeit an der Wand vorhanden wäre, 
müßte die Grenzbedingimg anstatt u^ = lauten 

-i4^ = «U,. (8) 

er ' ^ ^ 

Diese Gleichung sagt aus, daß die Belativgeschwindigkeit zwischen 
Wand und Flüssigkeit proportional der tangentialen Spannung 

— X -|^ ist (Ygl. den Schluß von Nr. 174). a heißt der Gkümgs- 

Jcoeffizient, und das Integral lautet unter dieser Bedingung 

u.=(,,+^if5.)— ^i^ (6-) 

«.(,, + 5=?.) '^•(. + i|). „ 

Die Experimente ergeben nun, daß — = ist, so daß (8) in 

U^ = übergeht. Es findet also kein Gleiten an den Wandungen 
statt im Gegensatz zu den Eesultaten von Helmholtz und Pio- 
trowski*), die durch Torsionsschwingungen einer mit Wasser ge- 
füllten, innen vergoldeten Metallkugel für X/a den Wert 0,235 cm 



1) J. L. M. Poiseuille, C.B. 11 und 12, 1840—1841; 16, 1167, 
1842; Mem, des Sav, Etrangers 9, 1846. 

2) H. y. Helmholtz u. Piotrowski, Wien. Ber, 60 (2), S. 607, 
1860 -= H. V. Helmholtz, Wiss. Ahh. 1, S. 172. 
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gefanden haben. Diese Versuche wurden von Wetham^) durch 
Messung der Durchflußzeiten durch versilberte und nicht ver- 
gilberte Glaskapillaren nachgeprüft, konnten aber nicht bestätigt 
werden. Neuerdings hat Ladenburg*) durch Wiederholung der 
Piotrowski sehen Messungen abermals gezeigt, daß A/a«0 ist. 
Es hat sich durch Messungen von Warburg^) sogar ergeben, daß 
auch bei Quecksilber ^ welches doch nicht benetzt, ein Gleiten an 
den Wandungen nicht stattfindet. 

Vergleichende Messungen an verschiedenen Substanzen lassen 
sich durch Bestimmung der Ausflußzeiten T zwischen zwei Marken 
M^ und Jfj etwa mit dem Ostwaldschen Viskosimeter anstellen. 
Bei diesem ist 11^ ^= JJ^ gleich dem Atmosphärendruck, so daß 
der Druck qg^ der die Flüssigkeiten zum Fließen bringt, dem 
spezifischen Gewicht q proportional ist, und mau hat nach (7) 

Liegt dagegen die Kapillare horizontal, und erzeugt man die 
Druckdifferenz 11^ — 11^ künstlich durch Überdruck oder Vakuum, 
so fällt das Glied ^^ in (7) fort, und es bleibt 

^ 8U ^^ ^ 

Ganz anders sind die Erscheinungen, die bei schnellem Fließen 
eintreten. Hierauf werden wir noch zurückkommen, wenn wir die 
Turbulenz behandeln. 

Über die Grenzen der Gültigkeit der Poiseuille sehen Formel 
liegt eine Untersuchung von Grüneisen*) vor. 

Eine weitere Methode der Bestimmung von Beibungskoeffl- 
zienten besteht in der Beobachtung von Schwingungsdauer und 
logarithmischem Dekrement von Scheiben und Kugeln, die in der 
Flüssigkeit schwingen. Diese Methode stammt von Coulomb'^) und 
wurde von 0. E. Meyer ^) und W. König^) weiter ausgearbeitet. 

In folgender Tabelle fiinden sich einige Angaben über Reibungs- 
koeffizienten X von Flüssigkeiten im C.G.S.-System bei einer Tem- 

1) W. C. D. Wetham, Fhü. Trans. A. 181, 1890, S. 569. 

2) R. Ladenburg, Ann. Phys. (4) 27, 1908, S. 167. 

3) E. Warburg, Pogg. Ann. 140, 367, 1870. 

4) E.Grüneisen, Wiss. Abh. d. Phya.-techn. Beichsanst 4, 1 53, 1905. 

5) C. A. Coulomb, Mem. d. VInst. 8, 261, 1798. 

6) 0. E. Meyer, CreUes Joum. b9, 229, 1861; Pogg. Ann. IIS, 85, 
1861; Wied. Ann. 82, 642, 1887. 

7) W König, Wied. Ann. 26, 618, 1886; 82, 194, 1887. 

23* 
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peratur Yon 18^, die wir Kohlrauschs Lehrbuch der praktischen 
Physik entnehmen. 



tin '^y^r 



cm' 



Wasser .... 
Methylalkohol . 
Äthylalkohol . 



0,0106 
0,0064 
0,0130 



X in 



dyn. sec 



cm^ 



Äther . . . 
Benzol . . . 
Quecksilber 



0,0026 
0,0066 
0,0159 



Die starke Abhängigkeit der Beibungskonstanten zeigt an dem 
Beispiel des Wassers die folgende Tabelle. 



t 


X 


t 


X 


0^ 
20* 
40« 
60^ 


0,01797 
0,01004 
0,00666 
0,00470 


100 *> 
160 


0,00367 
0,00284 
0,00174 



180. Das Fallen einer Kugel in einer reibenden Flüssig- 
keit; die Formel von S tokos. Wir wollen zunächst einen 
kugelförmigen festen Körper in einem konstanten Flüssigkeits- 
ström ruhend voraussetzen. Die so erhaltenen Resultate sind dann 
leicht auf den Fall anzuwenden, daß die Flüssigkeit im Unend- 
lichen ruht, aber die Kugel sich mit konstanter Geschwindigkeit 
bewegt. 

Ferner soll die Flüssigkeitsbewegung als so langsam voraus- 

gesetzt werden, daß die Glieder Vi -^ (l irgend eine der Koordi- 

naten) vernachlässigt werden können. Dann darf anstatt -jr auf 

der linken Seite der Bewegungsgleichungen ^-r geschrieben wer- 
den, und ist der Zustand stationär, so wird die linke Seite über- 
haupt Null, es ist somit der ganze Einfluß der Trägheit zu ver- 
nachlässigen. 

Unter diesen Bedingungen lauten die Gleichungen 

^" + AAtt =0 



div u == . 



(1) 



(2) 



Ferner muß 




für r = a 


U^ =- Uy = U, = 


sein und 




für r «■ oo 


U,= Uy = 0, U, = 
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(3 a) 

7. (3 b) 

Differentiieren wir die Gleichungen (l) nach x resp. y resp. gy 
addieren sie dann und berücksichtigen (2), so folgt 

AJT=»0. (4) 

Die Integration werden wir am besten durchführen, indem wir 
räumliche Polarkoordinaten r, <&, tp einführen und beachten, daß 
ans Sjmmetriegründen u = und d/d<p = ist. 

In Vektorschreibweise lautet (1) 

rot rot u = grad -y- • (l') 

Die r -Komponente von (l') wird ausgeschrieben 

Nach (4) muß Il/X die Form haben 



y-2/C'^,(cos»)/+S (6) 



wo Py eine einfache Kugelfunktion vter Ordnung bedeutet. 
Da aber (3 b) lautet 

für r =00 ist u^=ü'coS'9', (7) 

so wird sich die Summe (6) auf das Glied mit dem Index v = 1 
beschränken, also 

n GcOBd' , V 

sein. 

Dann folgt aus (5), wenn wir ru^ = JB(r) cos-^ setzen, 

die das Integral 

A 



hat. 



R^-C + ^+Br (10) 
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Somit wird u^ unter Berücksichtigmig von (3 b) 

n, = {-^ + ^ + u)cos». (11) 

U^ ergibt sich am besten aus (2), d. h. aus 

- ^ rH^ + -J^ ^ sin »u^ = (12) 

zu 

Die Eonstanten Ä und C bestimmen sich aus (3 a), so daß 
schließlich 






S a 



vi^--u 


sm <» {1 r~ 

l 4 r 


Uy=0 




J7« 


, , 3o ^^coßö« 



(14) 



und aus (8) 

(15) 

folgt. 

Die ;ef -Komponente der Kraft, welche die strömende Flüssig- 
keit auf die ruhende Kugel ausübt^), ist 

g, ^'JJln^^ cos ^ — n^^ sin d) r * sin d'dd^dtp. (16) 

Anstatt die Integration über eine Kugelfläche zu erstrecken, 
welche den festen Körper unmittelbar umgibt, kann man über eine 
Kugelflache mit unendlich großem Radius integrieren. Dort kann 
man aber die letzten Terme in den Klammem von (14) vernach- 
lässigen und erhält die Spannungen nach Nr. 175 (l') 



(17) 

wo r^ und &^ die Anderungsgeschwindigkeiten der Dehnungen und 
Gleitungen (vgl. Nr. 105 (7)) bedeuten, d. h. es ist 



1) Stokes, Camhr, Trans. 9, 1851; Scpapers 8, p. 1. 
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Also ist 

3 COB^ COB^ 9 COB^ 

^rr = + Y ^«^"Tj- + S^aU—^ + y XaU -^ 

^^ %,^+ß7tlaU, (18) 

Addiert man zu dem Lösungssystem (14) die konstante Ge- 
schwindigkeit u/=0, u'=0, u/=~-C7, so erhält man die 
Lösung für den Fall, daß die Flüssigkeit im unendlichen ruht, 
die Kugel aber mit der konstanten Geschwindigkeit — ü sich in 
der ;er -Richtung bewegt. (18) gibt dann die Kraft an, die auf die 
Kugel wirken muß, damit sie die Geschwindigkeit U erhält. 

Diese stationäre Endgeschwindigkeit U ist dadurch charakteri- 
siert, daß die von der wirkenden Kraft geleistete Arbeit gleich der 
entwickelten Reibungswärme ist, diese muß also 

g,.tr=6«;air»=^ (19) 

sein. 

- — j—, d. h. die Geschwindigkeit, die durch die Kraft Eins her- 
vorgerufen wird, kann man auch als Beweglichkeit der Kugel in 
der betreffenden Flüssigkeit bezeichnen. 

Ist g die Schwere, so ist nach (18) 

^ a^9{q — q) = 6nXaU, (20) 

wenn q die Dichte der Kugel, q die der Flüssigkeit bedeutet. 

Nach dieser Formel kann man den Radius des Teilchens aus 
seiner Fallgeschwindigkeit bestimmen, denn es ist 

Die Gültigkeit der abgeleiteten Formeln ist auf den Fall be- 
schränkt, daß die Trägheitsglieder vernachlässigt werden können, 

daß also überall qVl wt klein gegen -^ ist, wenni eine beliebige 

Richtung bedeutet. Es muß also —j— klein sein; sonst gelten an- 
dere Formeln.^) 



1) Allen, Phil Mag. (5) 50, p. 323 u. 519, 1900 untersucht das 
BewegungBgesetz experimentell, falls die obige Beschränkung nicht 
gilt; Fr. Noether, über den ChUltigkeitsbereich der Stockesschen Wider- 
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Hat das Teilchen die Gestalt eines Ellipsoids, so sind die Ton 
Oberbeck ^) abgeleiteten Formeln für die Fallgeschwindigkeit zu 
verwenden, ans denen sich die Bewegung von Stäbchen nnd Platten 
ergibt. *) 

181. Turbulenz, ErfahrnngstatBaolien. Hagen') hat zu- 
erst beobachtet, daß, trotzdem bei kleinen Drucken resp. Ge- 
schwindigkeiten der Reibnngskoefifizient dauernd mit der Tempe- 
ratur abnimmt, der Fluß Q, d. h. das in der Zeiteinheit durch den 
Bohrquerschnitt tretende Flüssigkeitsvolumen bei konstantem Trieb- 
druck nicht mit wachsender Temperatur größer wird, sondern ein 

Maximum hat, darauf bis zu einem Mini- 
p. ^^^ mum sinkt, um sodann wieder anzusteigen 

(vgl. Fig. 119). 

Ist die Temperatur niedriger als ^i, so 

ergibt sich aus den Beobachtungen, dieBej- 

nolds^) und Couette*^) wiederholt haben, 

>0^ daß die Oberflftche des austretenden Strahls 




^ ^ glatt ist, und daß die Strömungslinien parallel 

der Kapillarachse verlaufen, wie es die bisher gefundenen Integrale 
verlangen. Dieses Stadium heißt die Poiseuillesche Strömung. 

Ist die Temperatur größer als ^2^ ^^ ^^^ ^^^ Oberflftche des 
austretenden Strahls gekräuselt, und mit Hilfe von gefärbten 
Flüssigkeitsfäden, die man in das Rohr mit eintreten läßt, erkennt 
man, daß die Flüssigkeitsteilchen sich in wirbelnder Bewegung 
befinden und nicht mehr parallel der Achse fortschreiten. Dieses 
Stadium heißt das der Turhülenis oder der hydraulische Zustand^ 
da Wasser in Leitungen bei höherem Druck sich in der geschil- 
derten Weise bewegt. 

Zwischen 0^ und ^^ ^^^ ^^^ Bewegung unregelmäßig und 
springt abwechselnd in den Poiseuilleschen oder den hydraulischen 
Zustand über, wie man an der bald größeren, bald kleineren 
Weite des ausfließenden Strahls ersehen kann. 

Standsformeln, Leipzig 1912 entwickelt die Formeln fo^ das Strömungs- 
feld nach Potenzen der Reynolds sehen Zabl JR und fagt der Stokes- 
Bchen Lösung (lim B = 0) das nächste Glied der Reihe hinzu. Bis zu 
diesem Grade der Approximation bleibt jedoch die Formel (18) für 
die Kraft unverändert. 

1) Oberbeck, Crellea Journ, 81, 1876, p. 62. 

2) B. Gans, Münch. Sitzungsber. 1911, S. 191. 

3) Hagen, Berl Äk. d. Wies. 1854. 

4) Osborne Reynolds, Phil Trans. 174, S. 936, 1883 = Se. 
Papers 2, S. 51. 

5) M. Gouette, Ä7in. de chim. et phys. 21, 1890, S. 488. 



181. Tnrbnlenz, Erfahrangstatsachen 



361 




Beobachtungen von Beynolds über den Fluß Q als Funktion 
des Triebdrucks p bei konstanter Temperatur liefern ein Diagramm 
von der Form der Fig. 120 und lassen q 
sich durch die Funktion 

P'-Dqr (1) 

beschreiben, wo auf der Geraden OÄ^ dem 
Poiseuil leschen Stadium, n den Wert 1 
hat, während auf der Kurve AB nach 
Reynolds n » 1,722, nach Hagen 
n =» 1,75 ist. 

Dabei ist zu erwähnen, daß, sobald 
]mÄ der Poiseuillesche Zustand aufgehört hat, zunächst die Be- 
wegung unregelmäßig ist, so daß das Manometer dauernd schwankt, 
und erst bei größeren Drucken wieder eine konstante Einstellung 
zeigt, wenn sich der regelmäßige turbulente Zustand ausgebildet hat. 
Führt man in (l) anstatt Q die Ausflußzeit Z eines ge- 
gebenen Volumens ein, so daß Z proportional 1/Q ist, so wird 

p^Z^C. ' (^') 

Die Form des Gesetzes (l) legt eine zweckmäßigere graphische 
Darstellung der Beobachtungen nahe. Man trage als Abszisse 
Ig^, als Ordinate \gQ auf, dann 
erhält man (vgl. Fig. 121) zwei 
Geraden AB und CD, von denen 
die erste unter 45^ gegen die 
Abszissenachse geneigt ist und 
den Poiseuill eschen Zustand 
(« = l) repräsentiert, während 
die zweite CD dem turbulenten 





hd 


\ 

^^^D 




/ 
B/ ^ 


^^.^-^^^^^ 




/■■A 


Pig. IM. 


A^ 







Iq p 



Stadium entspricht. Ihre Neigung gibt den Exponenten n. Die 
Kurve BC stellt das labile Übergangsgebiet dar.^) 

Weiteres Zahlenmaterial lieferte neuerdings Sorkau^) in 
ausgedehnten sorgfältigen Messungen an organischen Substanzen 
und Wasser. Er zeigte vor Allem, daß bei weiterer Steigerung 

1) Daß bei Gasen entsprechende ünstetigkeiten auftreten, zeigte 
W.Ruckes, Ann.Phys.^b, 1908, S.983 (auch Difls.Würzburg). Die Strö- 
mung zwischen zwei konzentrischen Zylindern untersuchte Gouette, 
1. c, Die freie Flußströmung L. Hopf, Ami, Phm, 82, 1910, S.777 (vgl. 
auch DisB. München 1909). Beide konnten die beiden Strömungsarten 
und den kritischen Wert der Geschwindigkeit (s. unten) beobachten. 

2) W. Sorkau Dise. Greifswald 1912; Phys. Zs. 12, 1911, S. 582, 
18, 1912, S. 806; 14, 1918, S. 147; 14, 1918, S. 769. 
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des Drucks der soeben erwähnte turbulente Zustand, den er die 
„Turbulenz P nennt, in einen anderen Zustand, die von ihm so- 
genannte Turbulenz 11 uud schließlich in einen dritten Zustand, die 
Turbulenz III übergeht. 

Alle Stadien gehorchen nach seinen Versuchen, die übrigens 
von Ol. Schaefer und Frankenberg^) im wesentlichen in noch 
nicht publizierten Beobachtungen bestätigt worden sind, der Glei- 
chung (l'), nur hat n in den verschiedenen Gebieten verschiedene 
Werte, nämlich 

n^ = 1,5186; w, — 2,3321; n^ = 2,1611. 

182. Dimensionsbetrachtungen, die Beynoldselie ZahL 

Auf Grund der in der vorigen Nummer angegebenen Beobachtun- 
gen wirft sich die Frage auf, ob im Gebiete der turbulenten Strö- 
mung die Bewegungsgleichungen in derselbeu Form gelten wie im 
Poiseuilleschen Stadium, d. h. ob die Reibungskraft in derselben 
Weise von der Poiseuilleschen Beibungskonstante X und dem Ge- 
fälle der Geschwindigkeitskomponenten abhängt, wie im nicht- 
turbulenten Gebiet. 

Femer ist es von Interesse, die kritische Geschwindigkeit an- 
zugeben, bei der die Poiseuillesche Strömung aufhört existenzfähig 
zu sein. 

Reynolds hat den Weg gewiesen, wie diese Probleme ange- 
griffen werden können. Er nimmt die Gültigkeit der Bewegungs- 
gleichungen in der Form Nr. 175 (2) an, und setzt voraus, daß 
im turbulenten Gebiete verschiedene Flüssigkeiten in verschiedenen 
Röhren sich mechanisch ähnlich bewegen. 

Dann läßt sich durch folgende einfache Dimensionsbetrach- 
tungen die kritische Geschwindigkeit für alle Flüssigkeiten er- 
mitteln, wenn sie für eine bekannt ist. 

Die mittlere Geschwindigkeit U im Rohr, der Triebdnick j), 
die Dichte q, der Reibungskoeffizient X und der Eapillarenradius a 
haben die Dimensionen 

[ü] = [LT-^] 

[p] = [ML- 1 T-'] 

M = [Jfi-»] (1) 

[l] = [ML- 1 T- »] 

W = W • 



1) Cl. Schaefer u. 6. Frankenberg, Phys.Zs. 14, 1918, S.89. 
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Man kann, aus den beiden Bewegnngsgleichungen Nr. 175 (2) 

^tty au , , . ^ ^ 

den Druck 17 eliminieren, indem man die erste nach y, die 
zweite nach x differentiiert und die eine dann von der anderen 
subtrahiert. Daraus folgt, daß die kritische mittlere Geschwindig- 
keit Uq nur von der Dichte q , der Eeibungskonstanten k und einer 
Lineardimension des Bohrs, etwa dem Badius, abhängen kann, 
so daß 

[U,] - [Q^fa'-] (3) 

sein muß. (Die Exponenten x, y, z haben natürlich nichts mit 
den Baumkoordinaten zu tun.) 

Durch Vergleich der Dimensionen rechts und links folgt 
a;« — 1; y 1; je? = — 1, so daß 



wird, also 

CT = JB— , (5) 

wobei JR nur eine von der Substanz und vom Bohr unabhängige 
Konstante sein kann, welche die Dimension einer reinen Zahl hat, 
die aber insofern von der Temperatur abhängen muß, als der 
Quotient XIq dies tut. It nennt man die Beynoldssche Zahl.^) 
Beynolds fand fOr B ungefähr den Wert 

E=«M?_iooO. (6) 

Um ferner den Zusammenhang zwischen der Eonstanten C in 
der Gleichung Nr. 181 (1') und der BeibungskonstantenX zu suchen, 
hat y. Karman^) ähnliche Dimensionsbetrachtungen durchgeführt. 

Es sei 

[jp-]^{Q-}ya'U-Y, (7) 

dann folgt aus den Dimensionen, daß x=» n — 1; y = 2 — n; 
z =^ n — 2 sein muß, so daß, wenn wir für die Dimension der 



1) 0. Beynolds, Phü. Trans. Loud. B. Soe. 174, 1883, S. 9S6; 
18«, 1895, S. 123. 

2) Th. V. Kärmän, Fhys. Zs. 12, 1911, S. 283. 
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mitüeren Geschwindigkeit [[7], die der Ausflnßzeit Z umgekehrt 
proportional ist, [CT] = [aZ"^] setzen, sich durch Ziehen der 
^ten WiiTjel aus (7) die Beziehung 






(8) 



und mit Beachtung von Nr. 181 (l') 






[C] - L^ « A « a ~ J (9) 

ergibt. 

In der Gleichung 

0=:^^"X«a« (10) 

muß also ^ von ^ und ^ unabhängig sein. 

Benutzt man fär zwei Substanzen dasselbe Bohr und unter- 
scheidet feir die Yergleichssubstanz (etwa Wasser) alle Größen 
durch den Index 0, so ergibt sich 

n — 1 2 — n 



Co 



© " (r) • • (") 



Da man n für die verschiedenen Turbulenzzustände kennt, so 
kaun man die relative Zähigkeit im turbulenten Zustande C/C^ 
durch die relative Zähigkeit im Poiseuilleschen Stadium X/X^ nach 
(ll) berechnen. 

So hat V. Karman (1. c.) die vermeintlichen von Bose^) be- 
obachteten Anomalien der Reibung im turbulenten Zustande (die 
Substanzen hatten in diesem nicht dieselbe Reihenfolge der Zähig- 
keit wie im Poiseuilleschen) zwangslos durch obige Betracb- 
tung der mechanischen Ähnlichkeit bei den verschiedenen Be- 
wegungen erklärt. 

Ebenso haben Schaefer und Frankenberg^) nach (lO) die 
Temperaturabhängigkeit von C bestimmt. Da der Radius a sich 
nur sehr unbedeutend mit der Temperatur verändert im Vergleich 
mit der Abhängigkeit der Dichte und besonders der Zähigkeit 

von der Temperatur, so muß C von der Temperatur wie ^ * 



1) E. Böse und D. Bauert, Phys. Zs. 10, 1909, 8. 406; E. und 
M. Böse, Phys. Zs. 12, 1911, S. 126. 

2) Cl. Schaefer u. G. Frankenberg, Phys.Zs.li^ 1918, 8. 89. 
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l " abhängen, was sich aus Sorkaus Zahlenmaterial auch in 
allen drei Turbulenzzuständen ergibt. 

Aus allen diesen Betrachtungen geht die Gültigkeit der Be- 
wegungsgleichungen in der Form Nr. 175 (2) wohl mit Sicherheit 
hervor. 

Ist n ^=^ 2j wie das bei den schnellsten Strömungen Sorkaus 
der Fall war, so ist C von der Zähigkeit ganz unabhängig und 

von der Temperatur nur wie q^; dann gilt nach Mie^) die Formel 
für reibungslosen Ausfluß p ^^^ ^qü^. Allerdings zeigt sich durch 
Messung des Eohrdurchmessers und der Ausflußmenge, daß nicht 
der ganze Querschnitt in Bewegung ist, sondern daß im Bohr- 
innem ein Flüssigkeitsfaden wie ein starrer Körper reibungslos 
durch den an der Flüssigkeitswand ruhenden Hohlzylinder von 
Flüssigkeit hindurchschießt. Ein ähnliches Verhalten hatte bereits 
früher Darcj^) experimentell festgestellt. 

183. Die Stabilität der Strömungen. Die experimentellen 
Untersuchungen Eeynolds' wiesen darauf hin, daß oberhalb 
einer gewissen mittleren Geschwindigkeit eine laminare Strömung 
zwar theoretisch möglich aber labil sein wird. Um auch theore- 
tisch die Frage zu übersehen, stellte er die folgende energetische 
Untersuchung an.') 

Mit ihm führen wir die zeitlichen Mittelwerte u der Geschwin- 
digkeit über eine Zeit r ein, also 

t 



««-t/«« 



-rfnjr usw. (1) 



t 

'-T 



und setzen die wirklichen Geschwindigkeiten 

u - ü + u', (2) 

wo u' die Störung der Geschwindigkeit oder die Geschwindigkeit 
der turbulenten Bewegung heißen möge. 



1) G. Mie, Phys. Zs., U, 191S, S. 93. 

2) Darcy, Beeherches expirimentaiLes relatives au mouvement de 
Veau dans les tuyaux. Paris 1865. 

8) 0. Reynolds, Phil Trans, A 174, 1882, S. 836; 1S6, 1894, 
S. 123; Sc. Papers 2, S. 61. 535; vgl. auch H. Lamb, Lehrh, d. Hydro- 
dynamik^ deutsch von J. Friedel, Leipzig u. Berlin 1907, S. 748. 
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Dann ist nach der Definition 

iT- 0. (3) 

Die Bewegongsgleichungen lauten 

^dux , dux . dux , . dvLx' 



(4) 



£ , dUxx , dHyx , dUzr 

sie können wegen der Inkompressibilitätsbedingung 

^ + |%+^ = (5) 

^ic ^y ö^f ^ '^ 

in die Form gebracht werden 

Kommen in der Zeit t häufig genug Schwankungen um den 
Mittelwert vor, so werden 





t 


z 





(7) 



sein, also nach (2) und (7) 



X y X y •" X y ^ ' 



Mit Benutzung dieser Gleichungen ergibt sich aus (6) 



nnd aus (5) 
oder 



wenn 



und 
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divu = (10) 

dUx r I dPxx , O Pxp , oPxX /-i-lX 

? "dT = ^T. + -^^ + -^ + -J^ (11) 

usw., 



bedeuten. 

In (11) finden wir formal die gewöhnliche Gestalt der Be- 
wegungsgleichungen wieder. 

Wir bilden das Energieintegral, indem wir die Gleichungen 
(11) resp. mit üa;, üy, Vig multiplizieren und addieren, und erhalten 

^ I ^iT» = 9(f, ü) + (ü, div P). (13) 

Wir beschränken uns der Einfachheit halber auf ein Gebiet, 
in dem keine äußeren Kräfte wirken, also f = ist, und an dessen 
Grenzen u = 0, also auch 11=0 ist. 

Dann wird durch Integration von (13) über diesen Raum und 
Anwendung von partieller Integration rechts 

^^'--Q, + w, (u) 



dt 
wenn 



To=/|it^ 



^yx^dS (16) 

und 

Q^=^2lfM^Vid8 (16) 

die kinetische Energie resp. pro Zeiteinheit entwickelte Reibungs- 
wärme, die der Mittelbewegung allein zukommen, und 

W=J^[K<f^ + --]dS (17) 

bedeuten. 

Die wirkliche kinetische Energie sei T; dann ist 
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wenn 



T'=^| 



fn'^dS (18) 



die kinetische Energie der turbulenten Bewegung bedeutet. 

Nun hatten wir in Nr. 177 (4) gezeigt, daß die Wärmeent- 
wicklung; die bei der Überlagerung zweier Bewegungen stattfindet, 
gleich der Summe der Wärmeentwicklungen ist, die den Teilbe- 
wegungen entsprechen. Analoges gilt hier, also ist 

g Qo-Q\ (19) 

wenn 

§'« 2xßLefWdS (20) 

die Wärmeentwicklung der turbulenten Bewegung für sich bedeutet 
Durch Subtraktion von (14) und (19) folgt somit 

^__ö'-TF. (21) 

Die kinetische Energie der turbulenten Bewegung nimmt also 
zu oder ab, je nachdem die rechte Seite von (21) positiv oder 
negativ ist. Im ersteren Falle ist die Mittelbewegung labil, im 
letzteren stabil. 

— Q' ist nach (20) wesentlich negativ; W ist der Dichte pro- 
portional und kann positiv oder negativ sein. 

Das Vorzeichen der rechten Seite von (21) bleibt unverändert, 
wenn u' sein Zeichen ändert und auch, wenn u' mit einem kon- 
stanten Faktor multipliziert wird, d. h. die Stärke der Störung ist 
auf die Stabilität nicht von Einfluß. 

Wächst aber der absolute Wert der mittleren Geschwindig- 
keit ü, so wird auch W dem absoluten Wert nach größer, und 
wenn W negativ ist, so wird bei einer bestinmiten mittleren Ge- 
schwindigkeit, der sogenannten „kritischen Geschwindigkeit", die 
durch 

e'« - W (22) 

definiert ist, der stabile Zustand in einen labilen umschlagen. 
Bei dem Fließen durch eine Röhre vom Radius a z. B. wird 

def ü der Größenordnung nach durch — zu ersetzen sein, und es 

folgt aus (22) im Vergleich mit (17) und (20), daß die kritische 

X 
Geschwindigkeit Uj, der Größe — proportional ist. 
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Reynolds hat in der Tat gefanden, daß diese Größe für die 
Stahilität maßgebend ist, und daß U^ den Wert 

1000 -^ ra hat. 
ag LsecJ 

Diese energetischen Untersuchungen wurden von Lorentz^) 
vereinfacht und ausgedehnt; später hat Sommerfeld^) nach der 
Methode der kleinen Schwingungen (Nr. 89) die Frage angegriffen, 
jedoch wurde von Mises*) gezeigt, daß jedes einzelne der von 
Sommerfeld angegebenen unendlich vielen Störungsfelder für 
jeden Wert der Geschwindigkeit der ungestörten Bewegung stabil 
ist, also nicht zur Ermittlung einer Stabilitätsgrenze führen kann. 

Kapitel VIII. 

Ebbe und Flut/) 

184. GleioligewiohtstheoTie. Unter Ebbe und Flut versteht 
man die Flüssigkeitsbewegungen auf der Erde unter dem Einfluß 
störender Himmelskörper, besonders des Mondes imd der Sonne. 

Zunächst möge die Gleichgewichtstheorie gegeben werden, d. h. 
es soll die Erhebung der Wasseroberfläche über das ungestörte 

Niveau ermittelt werden ^^ ^v. p 

unter der Annahme, daß 

in jedem Moment die ^ 

Form der freien Ober-»«' ~ \ ^^ i — v ^^ 

fläche vorhanden ist, die 

sich einstellen würde, 

wenn der störende Kör- ^* 

per seine Lage relativ zur Erde nicht ändern würde. Befindet sich 

der störende Körper der Masse m im Punkte m (Fig. 122), so übt 

er auf einen Massenpunkt in P eine Beschleunigung aus, die sich 

aus dem Potential 

<!>,= - -=J^_= (1) 

^ )/-B*— 2rJSco8y + r* ^ 

berechnet, wenn h die Gravitationskonstante, r den Abstand des 




1) H. A. Lorentz, Ähh, über theor, Physik S. 43, Leipzig und 
Berlin 1907. 

2) A. Sommerfeld, AUi del 1 V eongresso intemazionale dei mate- 
tnatid, Roma 1908, 8, S. 116. 

3) R. V. Mises, H. Weber- Festschrifl, Leipzig 1912, S. 252. 

4) Sehr zu empfehlen ist das Buch von G. H. Darwin, Ebbe u. 
Flut, deutsch von A. Pockels, Leipzig 1902. 

Weber u. Oani: Bepert. d. Physik. L 24 
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Punktes P, B den des störenden Körpers m vom Erdmittelpunkte 
und y den Winkel FOm bedeutet. 

Das Potential der gleichförmigen Beschleunigung -^ in Rich- 
tung von Om, welche die Erde vom störenden Körper erfährt, be- 
trägt im Punkte P 

a>,= --^rco8y, (2) 

so daß das Potential der relativen Beschleunigung bezüglich der 
Erde <P = (D^ — (Pj, wenn wir uns auf das Glied niedrigster Ord- 
nung in r/B beschränken, 

o-f^T{i-^cos^y) (3) 

beträgt. 

In dieser Annäherung ist das Potential des „Mondes^' m und 
des „Gegenmondes" m\ der sich auf der Verlängerung von Om 
über hinaus um die Strecke Om'= Om befindet, und von denen 
jeder die halbe Masse des wirklichen störenden Körpers hat, wie 
sich aus der Entwicklung der Größe 

k— K-— 

0^^-—=-^_l - ^__ -^ :- (4) 

■j/iJ» — 2r-Bco8y + r« j/i?* -f 2rJBco87 + r« 
ergibt. 

Das Potential, welches die kugelförmig gedachte Erde der 
Masse M selbst im Punkte P erzeugt, ist 

—' (5) 

Im Gleichgewicht muß also auf der Oberfläche, d. h. für r = a 

a> -f- a>' = konst (6) 

sein, oder wenn wir die Erhebung über das ungestörte Niveau r=a 
mit ^ bezeichnen, da genähert 

^{a + t) (ä:^) -^~- + ^f=kon8t.+ -^ t (7) 

' kM , kma* . 9 ^v /a\ 

-r?= 2^r(3cos*y-l) (8) 

oder 

Da cos^^ zwischen und 1 schwankt, bedeutete die maxi- 
malen Niveaudifferenzen auf der Erde. 
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Bei dieser Ableitimg haben wir die Erde als kugelförmig auf- 
gefaßt und von der Zentrifugalkraft abgesehen. Der Ausdruck (9) 

kM 
bleibt aber auch noch richtig, wenn man — ^ durch g ersetzt und 

unter g die Erdbeschleunigung unter Berücksichtigung der Zentri- 
fugalkraft im betrachteten Punkte versteht. 

Die Konstante G in (9) ergibt sich aus der Beziehung / fd<y=0, 

wenn die Integration sich über die Oberfläche 
der ganzen Flüssigkeit erstreckt, einer Glei- 
chung, die eine unmittelbare Folge der In- 
kompressibilität des Wassers ist. Bedeckt das 
Meer die ganze Erde, so läßt sich die Inte- 
gration ohne weiteres ausführen und ergibt 

a=o. 

y soll jetzt durch die geozentrischen Ko- 
ordinaten von P und m bestimmt werden. Es 
seien (Fig. 123) die geographische Länge und 
Breite des Punktes P i = <^ ANQ und (p = PQ und die des stö- 
renden Körpers X\ q>\ Dann ist 

cos y = sin gp sin 9'+ cos 9? cos g?' cos (X — A'), (lO) 

» 

also nach Gleichung (9) 

5 = Y -^ (sin^g? — r-j (sin * 9 '— y j + y-^sin 2g> sin 2g>' cos(il— iL') 

+ y-ä co8^(p cosV'cos 2(;L — r) + ö. (11) 

Ist der Mond der störende Körper, so hat das erste Glied, 
da 9)' nach vier Wochen wieder denselben Wert annimmt, eine 
14tägige Periode. Im zweiten und dritten Glied darf man in erster 
Näherung 9' innerhalb eines Tages als konstant ansehen, und da 
infolge der Eotation der Erde der Stundenwinkel }f des Mondes 
eine Periode von Tagesdauer hat, so stellt das zweite Glied die 
ganztägigen, das dritte die halbtägigen Fluten dar. 

185. Dynamisclie Theorie. Durch die Gleichgewichtstheorie 
der Gezeiten werden die wirklichen Verhältnisse deshalb nicht be- 
schrieben, weil bei jener die Trägheit des Wassers ganz außer Acht 
gelassen ist, welche bewirkt, daß die Phase der Bewegung nicht 
mit der Phase der Kraft übereinstimmt. 

Wir gehen deshalb dazu über, die dynamische Theorie der 
Ebbe und Flut zu entwickeln. 

24* 
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Kanaltheorie, um zunächst ganz einfache Verhältnisse zu haben, 
nehmen wir einen Kanal der Breite b und Hohe ^ an, in dessen 
Längsrichtung wir die a? -Achse legen, während die y -Achse ver- 
tikal nach oben und der Nullpunkt auf dem Boden des Kanals 
sich befinden möge. 

Wir nennen die Verschiebungskomponenten eines Wasserteil- 
chens in Bichtung der Koordinatenachsen zur Zeit t § und rj und 
nehmen die Geschwindigkeiten als unendlich klein an. 

Dann gilt die Bewegungsgleichung 

wo U, = ^7 ist. 

* dt 
Femer ist der Druck p an irgend einer Stelle gegeben durch 

P —Po = (ffff — fy) (Ä + 1? - y), (2) 

wenn Pq den Atmosphärendruck bedeutet. 

Differentiieren wir (2) nach x, so erhalten wir 

Nehmen wir an, daß fy sich auf horizontalen Strecken, die mit 
der Tiefe des Kanals vergleichbar sind, nicht merklich verändert, 
so können wir das zweite Glied in (3) fortlassen, und nehmen wir 

die Kraft f als unendlich klein an, so ist L ^-^ als Größe zweiter 
' ^ *tf dx 

Ordnung zu vernachlässigen, und es bleibt 

dp dn /«'\ 



wodurch (l) die Form 

^W "^^ Jx 



^Itt 99^ + 1 W 



annimmt. 

Femer ergibt die Kontinuitätsgleichung, angewandt auf den 
Raum zwischen zwei im Abstände dx voneinander befindlichen 
Kanalquerschnitten^ 

— ^— (^hh)dx = rihdx 

oder 

-»11=,. w 
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Aus (4) und (5) folgt durch Elimination von i/ 

äl^^^'^ä^ + T ^^^ 

und durch Differentiation von (4) nach x und Benutzung von (5) 

a*5-=^Ä^. (7) 

Hierbei ist berücksichtigt worden, daß h -^ als unendlich 

kleine Größe vemachläsiigt werden darf. 

Die Gleichungen (6) und (7) sind die der schwingenden Saite. 
Erstere gibt die Longitudinalbewegungen unter Einwirkung einer 
äußeren Kraft in Eichtung der Saite, letztere die Transversalbe- 
wegungen. 

Eine Störung pflanzt sich, wie aus der Theorie der schwingen- 
den Saite bekannt ist, mit der Geschwindigkeit 

c^Vih (8) 

fort. 

Ist der Kanal an den Enden z^=0 und o; =» 7 durch vertikale 
Wftnde begrenzt, so muß an diesen § = sein. 

Dann ist unter der Annahme, daß keine äußeren Kräfte wirken, 
daß also 

ist, das allgemeinste Integral 



flO 



I ==^ sm -y- \J^ cos -jT- +*^k sm ^-j > iV 

wenn 

^* - )£ (10) 

ist. 

Ist die Ausdehnung des Kanals klein, so wird die störende 
Kraft auf alle Wasserteilchen dieselbe sein, also können wir 

^ = Oco8(yt + ß) (11) 

ansetzen. Dann wird auch 
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sein, und ^ genügt der Gleichung 

+ ^^+1 = 0. (13) 

die das Integral hat 

So = ^ + ff cos y rc + JBT sin y a;, (14) 

wo G und H Integrationskonstanten sind. 
Wegen der Grenzbedingungen muß aber 

ff = -i^ und ^ sm - — = -^ ( 1 — cos — ) , 
d.h. 

TT ^ fc ^^ 

sein, so daß 

. vx 
^ ^ am — — 

^ ^ 7^ — Vi ^"^ 2^ ^""^ (''^ + ^) (^^) 

COB— - 

2c 
und nach (5) 

V ;rr ^^"^ t(^ "■ y) cos(v< +/3) (16) 

VC COB - 

2c 
wird. 

Ist die Periode der Störungskraft groß gegen die der freien 

Grundschwingung T^ = — , so daß — eine kleine Zahl ist, so 

wird mit Benutzung von (8) 

d. h. die Oberfläche ist eben, und diese Ebene steht senkrecht auf 
der Resultanten aus der Schwerkraft und der Störongskrafb, gerade 
so, als wenn das Wasser keine Trägheit hätte. 

Die horizontale Verschiebung ^ hat dieselbe Phase wie die 

Kraft, wenn ^— < jt/2, entgegengesetzte, wenn — > jt/2 ist, d.h. 

je nachdem die Periode der Störungskraft größer oder kleiner als 
die Grundperiode der freien Schwingung ist. 

Fallen diese beiden Perioden zusammen, so werden | und i} 
unendlich groß. Dann ist Resonanz vorhanden, und unsere 
Lösimgen sind ungültig, da die Reibung nicht berücksichtigt ist. 
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Die Verschiedenheit in der Phase bewirkt, daß die Flut eine 
direkte oder inverse ist, je nachdem die Stömngskraft eine größere 
oder kleinere Periode als die freie Grundschwingung hat. Das ist 
eine allgemeine Eigenschaft erzwungener Schwingungen (vgl. 
Nr. 96 S. 201). _ 

In praktischen Fällen ist c=")/^Ä immer so klein, daß die 
täglichen Fluten invers sind. 

Des weiteren betrachten wir einen Kanal, der parallel dem 
Äquator die Erde umgibt. Ein Punkt P dieses Kanals habe die 
Koordinaten (geogr. Breite und Länge) gp, 1, während der Mond 
die Koordinaten (p\ 7! habe. Dann ist der Winkel y durch Nr. 184 
(lO) gegeben, wo X'= — £ — ni und n die Winkelgeschwindig- 
keit des Mondes relativ zur Erde, £ die Epoche bedeutet. 

Aus dem in Nr. 184 (3) gegebenen Potential ^ folgt somit 
die Kraftkomponente in Bichtung des Kanals 

3, == K^r = cos y cos qp' sin (i2< + A + f) , (l8) 

wenn A dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 184 (9), oder durch 
Substitution von cosy nach Nr. 184(1 0) 

3f^ = sin 9? sin 2 g)' sin {nt + A + f) 

cos*9?' cos g) sin 2 {nt + X + f). 

In der Bewegungsgleichung (6) ist dx durch a cos 9? c? iL zu er- 
setzen, sie lautet also 

dt^ "" a*coB*9> ax« ^ ^^' ^^^^ 

wo f5a;=3i ^'^^ somit auch % nach (19) in zwei Summanden g^j 
und g^a zerfällt. 

5j genügt der Gleichung 

Ki\ = -,-A- Sy - e^i sin(/i^ + ;i + e), (21) 

deren Integral 

?i ^i-r- sin («« + i + e) (22) 

n« "- 



a'cos'q) 
ist. Ebenso findet man 

l8 = -7 ^' . sin2(wf + I + 0, 

\ a ' coB ' y/ 
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so daß 



. J. sin Qp sin 2 Gp ' . / ^ , , . \ 






, Ä g C08 • op ' cos gj .«/.,- , \ 



(23) 



n'— 



(24) 



a*C08*qp 
und wegen (5) 

J.c' 8m2cp8in2Gp' / . . , . \ 

' 2 (c*—n"a* cos" 9) ^ ' * ^ 

uic*cos*qpcos»qp' o/ * , i i \ 

+ im 1^ — r-\ cos 2(nt + X + b) 

' 2(c*— n'a* cos* qp) ^ ' ' ^ 

wird. 

Die beiden Terme in (24) stellen eine ganz- und eine halb- 
tägige Flut dar, die je nach dem Vorzeichen von c' — w'a^cos*^ 
direkt oder invers sind; das Verhalten hängt also von der geo- 
graphischen Breite des Kanals ab. Femer ändert der erste Term 
für g)'= 0, d. h. beim Durchgang des Mondes durch den Äquator, 
also zweimal im Monat, sein Vorzeichen. 

Gezeiten des Weltmeeres. Ein Meer der konstanten Tiefe h 
möge die ganze Erde bedecken, die wir als Engel vom Radius a 
auffassen wollen. 

Ist wieder ^ die Erhebung über das ungestörte Niveau, so er- 
gibt die Eontinuitätsbedingung, angewandt auf ein Parallelepiped 
der Höhe k und der Kanten add' resp. a sin ^(2 9, 

ff» (^^ ^^ sin d^ dg)) d& -{- -^ (w«,Äa dd)dg> — — a* sin-^ df^dy «^, 

aus der 

H 1 ( d(hu^smd') dhutp] ,g.x 

df^ asin-O- \ dd' '^ dq> \ ^ ^ 

folgt. 

Die Bewegungsgleichungen lauten, wenn u^ und it unendlich 
klein sind, da 

p-Po-9QQ^ + i-r) (26) 

ist, und das Potential der auf die Volumeinheit bezogenen 
Störungskraft bedeutet, analog wie in (4) 

au^^__ dt 1 d^ 

dt ^ aSQ' Q ad» 

du^ dt _ J^ d^ ^ ^^^^ 

dt ^asin^d^ p afAn^d^ 
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Eliminiert man u^ und u^ aus (25) mittels (27), so erhält man 

/) I r-t- 
di* a 



1 



Bin^a*^"'*' d» ■'"sin«* dq>* i' 



(28) 



Ist keine Störungskraft vorhanden, so erhalten wir ftlr ^ Lösungen 
der Form ,^ 



n 



wo J^ der Gleichung 

genügt. 

Damit ^^ auf der ganzen Kugel endlich bleibt, muß, wie in 
der Theorie der Eugelfunktionen gezeigt wird, 



Va« 



= n(n + 1) 



gh 

sein, wo n eine ganze Zahl ist, d. h. die Frequenzen vj2% der 
freien Schwingungen sind durch 

v^-±yn(n+l) (30) 

gegeben, und i^ ist eine Eugelfunktion der Ordnung n. 

Da (Z> der Gleichung A<& »= genügt, kann man diese Funk- 
tion nach Eugelfunktionen entwickeln und erhält, wenn man die 
zeitliche Abhängigkeit durch den Faktor cosv^ ausdrückt, 

a> = cosv^^a>^. (31) 

«=1 

Femer setzen wir f in der Form an 

00 

? = cosv^^r^, (32) 

n=l 

WO F^ eine Eugelfunktion wter Ordnimg bedeutet. 

So erhalten wir, da ^„ und Y^ der Gleichung der Eugelfunk- 
tionen genügen, 

-J-S ^ sin^ ^ -I- -.4ä ?% + <^ + l)<^n= 



«9 

T 



r.= Ti^^, (33) 

— 1 



f'n 



wenn vJ2% nach (30) die Frequenz der nten freien Schwingung 
der Wassermasse bedeutet. 



378 Kapitel I. Schallaasbreitang 

Ist also die Frequenz der äußeren Kraft | f _ 1 als die der ^ten 

(direkt) 

Bei allen diesen Betrachtungen ist die Coriolische Kraft in- 
folge der Erddrehung außer Acht gelassen worden. 



Drittes Buch. 

Akustik. 

Kapitel I. 

Scballansbreitnng. 

Die physikalische Akustik ist ein Spezialgebiet der allgemeinen 
Mechanik, nämlich der Lehre von der Ausbreitung von Longitudi- 
nalwellen und von den sie erregenden elastischen Schwingungen 
tönender Körper, soweit sie Schallwellen hervorrufen, die im Ohr 
Tonempfindungen erregen. Doch läßt sich in keiner Weise eine 
scharfe Abgrenzung des Gebietes durchführen; insbesondere ist es 
üblich, auch Schwingungen von weit über die obere Hörgrenze 
(ca. 20000 V. d.) hinausgehender Schwingungszahl zur Akustik 
zu rechnen. Es sind naturgemäß in den früheren Abschnitten im 
wesentlichen die Grundlagen der Akustik bereits enthalten, ins- 
besondere die Theorie der elastischen Schwingungen der tonerregen- 
den Körper. Es sollen daher in diesem Abschnitt nur einige spe- 
ziellere, im Früheren nicht oder nur kurz behandelte Probleme 
der Akustik besprochen werden. Im übrigen kann insbesondere 
auf die Theorie der Schwingungen Buch I Kap. VII und Buch IIB 
Kap. VI verwiesen werden. 

186. SchaUausbreitniig und Schallgeschwindigkeit für 
sehr kleine Amplitude. Die allgemeinen Grundgleichungen der 
Hydrodynamik (Nr. 150 und Nr. 145 (4')) lauten für kompressible, 
reibungslose, tropfbare oder gasförmige Flüssigkeiten bei Annahme 
eines Geschwindigkeitspotentials q>^) und Fehlens äußerer Kräfte: 

--/t=-lf-Ti(r:)'+(if)V(i-r)*i w 

^ dt ^ dx ^ dy ^ dz ^^ 



1) Wir bezeichnen das Potential in diesem Buch mit dem ent- 
gegengesetzten Vorzeichen wie früher, so daß jetzt u^ss dqp/^o; usw. 
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Bei den Schallbewegungen können nun im allgemeinen die Ge- 
schwindigkeiten sowie die Änderungen des Druckes und der Dichte 
gegen ihre Normalwerte p^, Qq als sehr klein angenommen werden 
Ygl. Nr. 169. unter dieser Annahme kann zunächst q als eine 
lineare Funktion von p angesetzt werden, also 

dp^a^dQ, (3) 

wobei a^ eine positive Eonstante ist, da die Dichte stets mit dem 
Druck wächst. Es sei femer die Verdichtung s eingeführt durch 
die Definition ^ =» ^^ (1 + s). Es wird dann : 



^J^ = a's. 



Dies, sowie die Voraussetzung, daß die Geschwindigkeiten sehr 
klein sind, in (l) und (2) eingeführt, gibt 

^+««. = (4) 

und 

|f+A^ = 0. (5) 

Differentiation von (4) nach t und Einsetzen in (5) liefert 

^-a'£i<p. (6) 

Ebene Wellen, Es sei q) nur von und t, nicht von x und y 
abhängig, so daß sich (6) reduziert auf 

Die allgemeine Lösung ist 9 = JF\(^ — at) + F^(0 + at)^ wobei 
F^ bzw. F^ willkürliche Punktionen der Airgumente z — at bzw. 
+ at sind (Nr. 126 (4)). 

Sie stellen nach der +j&- bzw. — ;8f- Richtung mit der Ge- 
schwindigkeit a == 1/ -~- fortschreitende Wellen dar (vgl. Nr. 83). 
Wir beschränken uns auf die Lösung F^, Da hier 

ist, femer nach (4) die Verdichtimg 
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so geht die Bewegung der Luftteilchen in Richtung der Fortpflan- 
eung vor sich, die Welle ist longitudinäl^ und femer ist die Ver- 
dichtung der jeweiligen Geschwindigkeit proportional. 

Kugdwülen (ygl. Nr. 172). Hängt fp nur vom Abstände r von 
einem Zentrum ab, das sich im Koordinatenanfangspunkt befinde, 
so wird aus Gl. (6) 

dt^ "* W* "*■ r dr) 
oder 



' a« 

oder 






ae« ^" ar« ' 

Dies ist die Form der Gleichung (7), aber für (rtp) statt för tp. 

Die Lösung 9 = — t(;i(r — a<) H i/;3(r + af) stellt die Super- 

position von zwei Kugel wellen dar, die mit derselben Greschwin- 
digkeit 



»-vi w 



dg 

zum Zentrum hin- bzw. von ihm fortschreiten, jedoch wegen 
Faktors — mit einer mit der Entfernung vom Zentrum abneh- 
menden Amplitude. Die Geschwindigkeit der Luftteilchen hat 
wieder die Richtung der Fortpflanzung der Welle; diese ist eine 
Longitudinalwelle. 

187. SohaUgesohwindigkeit in Gasen. Die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der Schallwellen T/ -^ in Luft hat zuerst Newton^) 

berechnet unter der Voraussetzung, daß die Beziehung zwischen Drack 
und Dichte durch das Bojle - Mario tte sehe Gesetz jp=»^*kon8t 
gegeben sei, daß also die Schallwellen isotherm verlaufende Vor- 

gänge seien. Für solche ist also d|7»(2^*konst., — = — , also 

die Schallgeschwindigkeit a = l/j^ = 1/— • 

Hierin bedeuten p und q zwei zusammengehörige Werte von 
Druck und Dichte des betreffenden Gases (bzw. der Flüssigkeit) 
bei der Temperatur, für welche a berechnet werden soll. 

1) J. Newton, Phüos. nat princ, math., London 1687 (Tomiu H, 
Sectio Vm, Prop. i8). 
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Für trockene Luft von Atmosphärendruck bei 0® Celsius ist, 
wenn wir als Masseneinheit das Kilogramm, als Längeneinheit das 
Meter, als Zeiteinheit die Sekunde nehmen, 

p = Gewicht einer Quecksilbersäule von 0,76 m Höhe bei 0^ 
und 1 qm Querschnitt = 10 330 kg pro Quadratmeter 

X Schwerebeschleunigung ^ = 10 330 X 9,81 ^ , • 

lll ' B6C 

Femer ist ^ = 1,293 kg pro Kubikmeter, woraus a =1/ — = 280 m 

pro Sekunde. 

Die Versuche haben dagegen den Wert 332 — ergeben. La- 

place^) legte die über ein Jahrhundert vergeblich gesuchte Ur- 
sache der Nichtübereinstimmung des New ton sehen Wertes der 
Schallgeschwindigkeit mit der Beobachtung klar. Sie beruht darin, 
daß eine Schallwelle nicht, wie Newton annahm, ein isothermer, 
sondern ein adiabatisch verlaufender Vorgang ist. Die Verdich- 
tungen und Verdünnungen folgen bei Schallwellen so schnell 
aufeinander, daß die hierbei auftretenden adiabatischen Er- 
wärmungen bzw. Abkühlungen voll zur Geltung kommen und 
nicht durch Wärmeleitung teilweise oder ganz, wie es bei New- 
tons Formel vorausgesetzt ist, ausgeglichen werden. Der Zu- 
sammenhang zwischen Druck und Dichte ist also derjenige, der 
for adiabatischen Verlauf gilt, nämlich, wie in der Thermodynamik 
gezeigt werden wird, 

4" = konst., (l) 

WO X = -^ gleich dem Verhältnis der spezifischen Wärmen bei 

konstantem Druck und bei konstantem Volumen ist. 
Nach (1) ist 



und folglich 






Hiemach ist die Schallgeschwindigkeit j/x mal größer als nach 
der Newtonschen Formel. Für trockene Luft von 0® ergibt sich 
mit X = 1,405 die Schallgeschwindigkeit in voller Übereinstim- 
mung mit der Erfahrung zu a » 332 



m 

sec 



1) Laplace, Ann. chim. phys, t. 20 (1822). 
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188. Abhängigkeit der Sdiallgeschwindigkeit von Druck 
und Temperatur. Da far ideale Gase bei konstanter Temperatur 
die Dichte dem Druck proportional ist, so ist die Schallgeschwin- 
digkeit bei gleichbleibender Temperatur unabhängig vom Druck. 

Die Schallgeschwindigkeiten verschiedener Gase verhalten sich, 
soweit diese als ideale betrachtet werden dürfen, bei derselben Tem- 
peratur wie die zugehörigen Werte von 1/ — , oder — falls % den- 
selben Wert hat — umgekehrt wie die Quadratwurzeln aus den 
Dichten. 

Nach der allgemeinen Zustandsgieichung der Grase — = BT 

(12= individuelle Gaskonstante, T=» absolute Temperatur) läßt sich 
die Schallgeschwindigkeit schreiben: 



a=-"|/xi2T, 

ist also proportional der Wurzel aus der absoluten Temperatur. 
G. Quincke^) hat hierauf ein „alqistisches Thermometer^' ge- 
gründet. 

189. Schallgeschwindigkeit in nichtidealen Gasen. Bei 

Herleitung der Gleichung a = |/ x — für die Schallgeschwindig- 
keit in Gasen war die nur für vollkommen ideale Gase geltende 

adiabatische Beziehung zwischen Druck und Volumen pv''=^ konst 

dp 
benutzt. Für die realen Gase und Dämpfe ist der Wert von ^ 

nicht mehr durch x— gegeben, sondern hängt in komplizierterer 

Weise von Druck und Dichte ab. Man kann hierzu die von der 
mechanischen Wärmetheorie gegebenen Formeln benutzen: 

/dp\ _ cp /dp\ _ /dp\ __ «^ /dpy 
\dg )s^a.h c^ \dv)& \dv)» c^Xd^)«^ 

1 

woraus wegen ^ == — 



oder 



V \ap/adlAb r c- \dvj. 



'='VT.m:-&i- 



1) G. Quincke, Wied. Ann. 68, 1897, S. 66. 
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Die Größen «;, c^, r^J , (ä^) ^^^^ *^s direkten Messungen 

bzw. aus einer Zustandsgieichung des Gases, etwa der van der 
Waalsscben, zu entnehmen. Je weiter das Gas vom idealen Zu- 
stand entfernt ist, insbesondere also bei sehr tiefen Tempera- 
turen und sehr großen Drucken, um so weniger sind die für 
ideale Gase geltenden Gesetzmäßigkeiten erfüllt, daß die Schall- 
geschwindigkeit Yom Druck unabhängig ist und daß sie ferner 
proportional der Wurzel aus der absoluten Temperatur ist. In 
extremen Fällen kann es zu sehr großen Abweichungen von diesen 
Gesetzen kommen. ^) Da das Verhältnis der spezifischen Wärmen 
einer genauen direkten Messung schwer zugängig ist, wird die Be- 
stimmimg der Schallgeschwindigkeit oft zur Ermittelung von x 
benutzt. Aus dem Wert von x wiederum kann, wie in der kine- 
tischen Gastheorie gezeigt werden wird, auf die Anzahl der Atome 
im Molekül geschlossen werden. 

190. Einfluß von B.eibung und Wärmeleitong. Geht die 
Schallbewegung streng adiabatisch in einem Medium ohne Eeibung 
vor sich, so ist kein Grund zu einer Dämpfung der Schallwellen« 
vorhanden. Der vollkommen adiabatische Verlauf würde natürlich 
nur vorhanden sein, wenn die Wärmeleitung Null wäre; Reibung 
und Wärmeleitung werden nun eine Dämpfung der Schallwellen 
bewirken und möglicherweise auch die Schallgeschwindigkeit be- 
einflussen. Der Einfluß der Eeibung auf die Schallgeschwindigkeit 
ist von Stokes^) und von Helmholtz^) berechnet worden. In 
voller Allgemeinheit, unter Berücksichtigung sowohl der Eeibung 
als auch der Wärmeleitung ist die Schallbewegimg bei Ausbreitung 
im freien Eaum, sowie in einer Eöhre, von G. Kirchhoff*) be- 
handelt worden. 

Einfluß der Beihumg. Zur Berechnung des Einflusses der Eei- 
bung können wir mit Stokes folgendermaßen vorgehen.. Nach 
Nr. 175 (2) sind die Bewegungsgleichungen einer Flüssigkeit mit Eei- 
bung bei Abwesenheit äußerer Kräfte und Beschränkung auf kleine 

Bewegungen Qq -^ -|-ö^ = |iAAt«^-f-Y ^— div w und die beiden 



1) Siehe z. B. P. P. Koch, Ann,d.Fhys,2%, 1908, p.661. Messung 
der Schallgeschwindigkeit in Luft bei 0^ und — 79^ bei Drucken bis 
zu 200 Atmosphären. 

2) Stokes, Cambridge Transactions, 1845. 

3) Helmholtz, Verh, d. natwr-hist, mediz. Vereins zu Heidelberg 
1863, Bd. 3, S. 16 = Ges. Abh. Bd. 2, S. 883. 

4) G. Kirchhoff, Ges, Äbh. S.460; Pogg. Ann. 134, 1868. 
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analogen, wo fi der Eeibungskoef&zient ist. ^ehmen wir ebene 
Schallwellen an, w^ = w, «= 0, u und p nur Funktion von op, so ist: 

^o-äT + ä^-^ä^' ^^^ 

Die Eontinuitätsgleichung ist 

wo 8 die Verdichtung. 

Hierzu tritt die Beziehung Nr. 186 (3) 

dp = a^^^ds. (3) 

Mit Benutzung von (2) und (3) wird Gleichung (l): 

^ _ .,2 ?^^ - A Ji ^'^a^ {A\ 

Mit Stokes^) sei nun die Dämpfung einer Welle von n Schwin- 
gungen pro Sekunde untersucht, die in o; =» mit konstanter 
Amplitude Ä aufrecht erhalten werden. Wir setzen: 



W- 



= Äe^"'co8{2it'nt — ßx)\ 



Einsetzung in (4) gibt 


32 (»«•«• 


P '^ 64tt'jr»n" 





Im allgemeinen wird also sowohl eine Dämpfung als auch eine 
Änderung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit eintreten. Für Oase ist 
jedoch das zweite Glied des Nenners gegen das erste außerordent- 
lich klein, so daß annähernd ß =» — und a = -~ i- • Die Fort- 

Pflanzungsgeschwindigkeit wird also nicht geändert, dagegen er- 
folgt eine allmähliche Dämpfung der ebenen Schallwellen bei ihrer 
Fortschreitung. 

Je größer die Schwingungszahl, desto größer ist die Dämpfung 
durch Beibung; außerdem wächst sie mit abnehmender Dichte des 
Gases. 

Einfluß von Retbwng und Wärmdeihmg, Zu dieser Dämpfiing 
durch Beibung tritt jedoch noch der Einfluß der Wärmeleitnng, 
den Kirchhoff*) berechnet hat. Unter Beibehaltung der von der 

1) Bayleiffh, Theorie des Schalles E S.868. 

2) G. Eirchhoff, Pogg, Arm. 184, 1868 » G^es. Äbh. S.640. 



J 
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Hydrodynamik gelieferten Gmndgleichungen ist nur die Beziehung 
zwischen Druck- und Dichteändening zu modifizieren, die nun 
nicht mehr die adiabatische ist; und zwar tritt an die Stelle der 

dt) Cn f) 

Gleichung -^ =»= -^ — jetzt, wenn mit Ä die innere Wärmeleitungs- 

fähigkeit, mit a der Ausdehnungskoefflzient des Gases bezeichnet 
wird, 

Ist 3t — -^ , SO ist nach Kirchhof f die Dämpfung durch Reibung 
und Wärmeleitung gegeben durch w^ = WqC "■*"*, wo 

oder wenn wir die Wellenlänge X durch die allgemein gültige Be- 
ziehung a = wA (Nr. 83 (2)) einführen, sowie c^ durch das experi- 
mentell bestimmbare cl (^r*" ) ersetzen. 



m 



ll{i' + '^-)i- (»0 



Es tritt also zu der Reibungsdämpfung noch eine Wärmeleitungs- 
dämpfung. Derselbe Ausdruck gilt fax die Dämpfung kugelförmiger 
Wellen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit wird bei ebenen und 
kugelförmigen Wellen im freien Baum nicht durch Reibung und 
Wärmeleitung beeinflußt. Dagegen erfolgt, wie Kirchhoff gezeigt 
hat, und wie für die Messung der Schallgeschwindigkeit besonders 
wichtig ist, in Bohren nicht nur eine Dämpfung, sondern auch eine 
Vermindenmg der Schallgeschwindigkeit. Es wird die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit in einer Röhre vom Radius r 



/ a 

a = — 



^^VIH'-tW 



2ry7tn 
oder nahezu (6) 

\ 2rynn / 

Weber u. Qans: Repert. d. Physik. 1. 26 
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Hierbei ifit vorausgesetzt^ daß die Luftteilchen an der Böhren- 
wand selbst haften and die konstante Temperatur derselben be- 
sitzen. Von Thiesen^) ist diese Rechnung durch Berücksichtigmig 
des Einflusses der Endflächen bei einer geschlossenen Bohre er- 
weitert worden. 

191. Dämpfung der Schallwellen. Die Gleichung Kr. 190(5') 
für die Größe der Dämpfung einer ebenen Welle zeigt, daß die 
Dämpfung mit der Schwingungszahl n wächst, imd zwar ist die, 
wie in Nr. 198 gezeigt, dem Quadrat der Amplitude proportionale 
Intensität 

-A- 

A hat für Luft den 'Zahlenwert 0,00032 cm. Solange n innerhalb 
des Bereichs der hörbaren Schwingungen (bis ca. 20 000 v. d.) liegt, 
hat m für Luft nur einen sehr kleinen Wert. Eine merkliche 
Dämpfung tritt bei Luft erst bei weit über der oberen Hörgrenze 
liegenden Schallwellen ein. 

So geht z. B. die Intensität auf den hundertsten Teil des An- 
faDgswertes bei einer Wellenlänge 

X » 0,8 mm nach Durchlaufen, einer Strecke von 40 cm. 

Es ist damit eine Grenze für die kürzesten noch zu beobachtenden 
akustischen Wellen gegeben. 

Diese Folgerungen sind an Schwingungszahlen bis zu >l=0,83 mm 
von N ekle pajew'^) geprüft worden. Es ergab sichul etwa doppelt 
so groß als nach Nr. 190 (5') berechnet.*) 

192. Unabhängigkeit der Schallgesehwindigkelt von 
Schwingungszahl und Amplitude. Da die Formel filr die 
Schallgeschwindigkeit die Schwingungszahl nicht enthält, so pflan- 
zen sich verschieden hohe Töne mit derselben Geschwindigkeit fori 
Für die innerhalb des musikalischen Bereichs liegenden Töne folgt 
dies schon aus der Tatsache, daß Musikstücke in allen Entfemxmgen 
im richtigen Ehythmus gehört werden. Für die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit in Leuchtgas ist die Unabhängigkeit von der 



1) M. Thiesen, Ann. der Phys, 25, 1908, S.606. 

2) P. Lebedew, Ann. d. Phys. 85, 1911, S. 171. 

3) N.Neklepajew, Ann. d. Phys. 85, 1911, S. 176. 

4) Eine Dämpfung durch Wärmestrahlung kommt, wie Lord 
Bayleigh, Scientific Paper s 4, S. 376 (Cambridge 1908) gezeigt hat, 
als zu geringfügig, nicht in Betracht. 
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Schwingimgszahl bis zu der enormen Schwingnngszahl von 800 000 
Doppelschwingungen, d. h. ganzen Perioden (mit v. d., „vibrations 
doubles", bezeichnet) von E. Dieckmann^) nachgewiesen worden. 
In engen Röhren ist aber wie oben gezeigt die Schallgeschwindig- 
keit von der Schwingungszahl in gewissen Grenzen abhängig. 

Endlich zeigt die Gleichung Nr. 186 (8), daß die Schallgeschwin- 
digkeit auch von der Amplitude unabhängig ist. Innerhalb ge- 
wisser Grenzen hat dies H. Kays er*) bestätigt. 

193. Wellen endlicher Amplitude. Alle im vorigen abge- 
leiteten Gesetzmäßigkeiten verlieren ihre strenge Gültigkeit, wenn 
man die Voraussetzung ihrer Ableitung, daß nämlich die Druck- 
unterschiede sehr kleine Bruchteile des ganzen Druckes sind, 
fallen läßt. 

Mit Earnshow^) können wir für ebene Wellen folgende an- 
nähernde Betrachtung anstellen. Allgemeiner haben wir die Be- 
ziehung 

« — gp 

1 + -^ 

dx 

wo § die Verschiebung des dem Orte ic angehörigen Teilchens ist. 
Bei adiabatischem Vorgang ist 



also 



P-Poif;)", 



p P»— und ^ = "^ ^ 

und die Bewegungsgleichung 

lü 1 dp ^ xpo dn 

dt^ ^ Qo dx ( ^\x+iarc«' 

^'V'^dx) 
Setzen wir nun mit Earnshow 

dt \dx/^ 

wo F eine unbekannte Funktion, so ist 



1) E. Dieckmann, Inaug.-Diss.^ Berlin 1908; Ann. d. Phys. 27, 
1908, 8. 1066. 

2) H. Kayser, Wied. Ann. 6, 1879, S. 456. 

3) G. Earnshow, Phil. Trans. 1860, S. 183. 

2ö* 
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lü _ p'» iü 

dt*~ dx*' 
WO F' der Differentialquotient von jP nach -w— ist. Mithin ist 

V X 

dt* • di* '^ \^-r ^^) » 



^'-T.(: + ||) 



y +1 



wo c die Schallgeschwindigkeit für unendlich kleine Amplitude ist. 
Hieraus 



i^=- 



a« 



TÄ('+ii)'+-»"-i 



da gleichzeitig 0- = und 07 = 0, so folgt 



l-x 

a« 



Tr^K' + H)*-]- 



Nun sei d^ die Änderung der Störung |, wenn man von einem 
Teilchen x nach der Zeit dt zm dem unendlich benachbarten Teil- 
chen X •\' dx übergeht, dann ist 

d^^^dt + ^dx. 
^ dt ^ dx 

Für c?J = muß dx der Weg sein, den die Störung während dt 

zurückgelegt hat. Mithin ist die Fortpflanzungsgeschvrindigkeit 

der Störung 

dx di di 







dt 


dt 


' dx 






Für diese wird also 






1 tf 


■ 




^1 = 


=F: 


r^^ + 


di 
du 


M. X 


ll: 


di 

dx 


oder annähernd 
















Cl 


-±c[l- 


X 


+ 1 dil 
4 dxj 


• 





Daraus folgt, daß die verschiedenen Teile einer Welle verschiedene 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit haben. Bei der positiven Welle ist 
die Geschwindigkeit der dichteren Teile größer. Diese werden 
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also allmählich die weniger dichten üherholen, so daß es schließ- 
lich zu einer Art „ Brandung '^ kommt, die eine ünstetigkeit im 
Verlauf der Bewegung darstellt, von der an die abgeleiteten For- 
meln nicht mehr gelten. 

In strengerer Form hat Riemann*) die Grundgleichungen 
für endliche Amplituden integriert. 

Die Eul er sehen Gleichungen der Hydrodynamik, Nr. 146 
Gl. (ll) und (4), lauten, wenn u die Geschwindigkeit an der 
Stelle X ist, für ebene Longitudinalwellen 

^,.. ^ dp dlogQ .V 

dt ^^ dx"^ dg dx ' ^^) 

dlogQ , ^^ dlogg du ,v 



M 



und daraus 



Multipliziert man (2) mit 1/ ^ , addiert zu (l) und setzt zur Ab- 
kürzung 

^ dlogQ = f(Q\ 

f(Q) + u = 2r, 

/*(?) — ^= 25, 
so erhält man 

1^— i»+v1fif: 

dt [ r dg ] dx 

,,_|£j.._(„_|/|)„j. 

Unter der stets zutreffenden Voraussetzung, daß ^ positiv ist, 
ist danach r konstant für einen geometrischen Punkt, der sich mit 

der Geschwindigkeit ^ =* ^ + 1/ j^ bewegt. 

Hingegen ist s konstant für einen Punkt, der sich mit der Ge- 
schwindigkeit -J7 '^ '^ ^y^ bewegt. 

1) B. Riemann, GöUinger Ähh. Bd. 8, 1860. 
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Ein besiiiDinter Wert von r schreitet also mit der Geschwin- 
digkeit y -3 — h ^ vorwärts , und ein gegebener Wert von s mit 

der Geschwindigkeit 1/ t u rückwärts. Man kann sich da- 
nach die Art der Bewegung folgendermaßen veranschaulichen. Es 
sei die ursprüngliche Störung des Gleichgewichts beschränkt auf 
den Raum a < a; < &. Außerhalb sei ursprünglich für 

X <iai ^ = ^1, 8 = 8^ 

a? > & : »" == ^2 , 5 = 53. 

Das Gebiet, in dem r variabel ist, schreitet vor, dasjenige, in dem 
5 variabel ist, zurück; es trennen sich also schließlich die beiden 
Gebiete, und zwischen ihnen bildet sich ein Raum, in dem r = r^^ 
8 == 8^ ist, also die Gasteilchen wieder im Gleichgewicht sind. Von 
der ursprünglich erschütterten Stelle gehen also zwei nach ent- 
gegengesetzten Richtungen fortschreitende Wellen aus. In der 
vorwärtsschreitenden ist 5 = Sj, also u = f^o) — 2^2; mit einem 
bestimmten Wert von q ist also eine bestimmte Geschwindigkeit u 
verbunden. Sowohl die Dichtigkeit als auch die Geschwindigkeit 

der Teilchen rücken also mit der Geschwindigkeit 1/ 3^ + ** vor- 
wärts, die um so größer ist, je größer die Dichte q ist. In der 
rückwärtslaufenden Welle ist dagegen mit der Dichte q die Ge- 
schwindigkeit — f^o) + 2r^ verbunden und diese beiden Werte 

bewegen sich mit der Geschwindigkeit 1/ j^ + f(j^) — Sr^ rück- 
wärts. Auch hier wächst die Geschwindigkeit mit der Dichte p. 
Trägt man x als Abszisse, q als Ordinate einer Kurve auf, so 
bewegt sich jeder Punkt dieser Kurve parallel der Abszissenachse 
mit um so größerer Geschwindigkeit, je größer ihre Ordinate ist. 
Es holen also schließlich Punkte mit größeren Ordinaten vorauf- 
gehende Punkte mit kleineren Ordinaten ein, so daß die Kurve 

hier senkrecht zur a; -Achse wird. Die Funktionen 75-^, tn— werden 

dx^ dx 

also hier unendlich und die Voraussetzungen der Herleitung der 
Differentialgleichungen sind nicht mehr erfüllt. 

Es werden also die Verdichtungswellen, d. h. diejenigen Teile 
der Welle, in denen die Dichtigkeit in der Fortpflanzungsrichtung 
abnimmt, bei ihrem Fortschreiten immer schmaler und gehen in 
Verdichtungsstöße über, während die Breite der Verdünnungs- 
wellen fortwährend wächst. 
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Für die Akustik ergibt sich hieraus, daß bei endlicher Schwin- 
gungsweite, wenn die Druckunterschiede nicht als unendlich klein 
betrachtet werden dürfen, eine Änderung der Form der Schall- 
welle, also des Klanges, bei der Fortpflanzung eintreten muß. 

Eiern ann hat auch die Gesetze für das Fortschreiten von Ver- 
dichtungsstößen angegeben und far den Grenzfall diskutiert, daß 
Unstetigkeiten von u un4 Q vorhanden sind. 

Für die in der Akustik normaler Weise vorkommenden Ampli- 
tuden sind die Dichteänderungen nicht groß genug, um merkbare 
Abweichungen vom Normal wert hervorzurufen, wie die schon er- 
wähnten Versuche von H.Kays er an Stimmgabeln gezeigt haben, 
bei denen die Intensitäten im Verhältnis 1 : 70 variiert wurden. 
Dagegen läßt sich die Bie mann sehe Theorie an den Explosions- 
weUen prüfen. W. Wolff *) konnte zeigen, daß die hierbei ge- 
messenen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten im vollen Einklang mit 
der Rie mann sehen Theorie stehen. 

194. Sohallgesohwindigkeit in Flüssigkeiten. Die für die 

Schallgeschwindigkeit gefundene Fprmel <* = 1/ j^ gut ihrer Her- 
leitung nach nicht nur für Gase, sondern auch für Ftüssigkeiten. 
Nach Definition ist die bei Zunahme des allseitigen Druckes jp 

um dp eintretende relative Dichteänderung — , dividiert durch 

die Druckzunahme dp^ also ^ , die Kompressibilität JT, so daß 

die Schallgeschwindigkeit in Flüssigkeiten wird: 



«=y^' (1) 



oder auch , bei Einführung des Volumelastizitätsmoduls üf = -~ 



a-VE. 



Für Wasser von 8® ist in absolutem Maß im CGS.-System 
^=475.10-^^ 9 = 0,998, mithin 



-n 



10»« ^ . . ^^^ cm 

= 144 100 



998.476 sec 

m 



- 1441 



sec 



1) W. Wolff, Wied. Arm, d. Ph, u. Gh. 69, 1899, S. 329. 
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Colladon und Sturm ^) fanden bei ihren Messungen im Genfer 



m 



See bei 8®: a = 1435 — • 

sec 

Wie bei Gasen ist auch hier der Vorgang als adiabatischer an- 
zusehen, so daß in (l) für K die adiabatische für sehr schnell 
wechselnde Verdichtungen geltende Kompressibilität zu nehmen 

ist. Experimentell ist bisher fast stets die isotherme 
Kompressibilität K^ bestimmt und in den Tabellen 
angegeben worden. Nach der Thermodynamik ist 
ganz allgemein 

m = ^(J?) , so daß « =\/^~- 

Cp und Q können direkt gemessen werden; das 
direkt nicht bestimmbare c läßt sich aus dem 
spezifischen Volumen, der isothermen Kompressi- 
bilität K^ und dem Ausdehnungskoeffizienten be- 
rechnen nach der von der Thermodynamik geliefer- 
ten Beziehung 

Für Wasser von 13® ist Kf auf Atmosphären 
bezogen 0,000048, der Ausdehnungskoeffizient 
0,00012, das spezifische Volumen 1,0005. Hier- 
nach ist -^ = 1,001. 

In diesem Falle sind mithin ^isoth. tind JITadiab. 
nur um ca. 1%q voneinander verschieden, so daß 
man praktisch in der Formel 




t 



"^-Vm 



Dichte X Kompressibilität 



« 

ö 



Fig. 124. 



die experimentell bestimmte isotherme Kompressi- 
bilität anstatt der adiabatischen benutzen kann. 
Doch ist das im allgemeinen durchaus nicht zu- 
lässig, z.B. ist für Äthyläther bei 18® —=1,32, also die adiaba- 

tische Kompressibilität ca. 307q kleiner als die isotherme. 

195. Methoden zur Messung der Sohallgesohwindigkeit. 

Die Messung der Schallgeschwindigkeit erfolgt indirekt (nur für 



1) Colladon und Sturm, Ann. chitn. phys. (2) 86, 1827. 

2) Vgl. z.B. Helmholtz, Vorles. über theor. Physik Bd. 6, S. 224. 
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Ohr 



Luft und Wasser ist sie mehrfach direkt durch Signalmethoden be- 
stimmt worden) durch Messung der Schwingungszahl n und Wellen- 
länge X eines Tones in dem betreffenden Medium unter Benutzung 
der allgemeinen Beziehung c ^^ nX. X kann dabei in verschiedener 
Weise gemessen werden. Das am häufigsten verwendete Verfahren 
ist, stehende Wellen in einem Rohr (s. Nr. 84) durch Reflexion 
an einer festen Wand zu erzeugen. Der Abstand zweier benach- 
barter Knoten bzw. Bäuche ist eine halbe Wellenlänge des Tones. 
(Über die Bestimmung von n siehe Nr. 197.) Die Aufsuchung der 
Knoten kann durch das Ohr erfolgen, indem man, nach Quincke^), 
ein enges beiderseits ofifenes Glasrohr, dessen eine Öffnung durch 
einen Schlauch mit dem Ohr verbunden ist, in die weite Röhre 
einfahrt. Da das Ohr auf Druckschwankungen reagiert, so hört 
man Intensitätsmaxima jedesmal, 
wenn die andere Öffnung des Rohres 
sich in einem Knoten der stehen- 
den Schallwelle befindet. Gewisser- 
maßen eine Umkehrung dieses Ver- ., ^ *" ^"^d ^ ^ 
fahrens ist das folgende^): Eine in 
der Nähe des offenen Endes in der 
Wand des weiten Rohres ange- 
brachte Öffnung ist durch Ansatz 
und Schlauch mit dem Ohr ver- 
bunden. Das andere Ende der Röhre 
ist durch einen verschiebbaren Stem- 
pel verschlossen. Die Stellungen des 
Stempels, bei denen die Luftsäule 
der Röhre in maximale Resonanz 
mit einer vor die Röhre gehaltenen Tonquelle kommt, liegen suk- 
zessive um ^X der Tonquelle auseinander (Fig.l 24). Die Erscheinung 
der Interferenz (s. Nr. 80) benutzt Quincke®) in der Weise, daß er 
einen Ton in eine Röhre eintreten läßt, die sich in zwei Röhren 
verzweigt, die U-förmig gebogen sich wieder vereinigen. Die Länge 
der einen Verzweigung läßt sich durch einen posaunenartigen Aus- 
zug vergrößern. Jedesmal wenn der Längenunterschied der beiden 
Zweige ein ungerades Vielfaches einer halben Wellenlänge des 
Tones ist, vernichten sich an der Vereinigungsstelle die beiden 
Zweigtöne (Fig. 125). 

1) G. Quincke, Wied. Ann. 63, 1897, S. 66. 

2) G. Quincke, Pogg. Ann. 128, 1866, S. 190; siehe auch A. Ka- 
lähne, Ann. der Physik 11, 1903, S. 226; 20, 1906, S. 398. 

8) G. Quincke, Pogg. Ann. 128, 1866, S. 179. 




Fig. 125. 
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106. Eundtsohe Staubfiguren (vgl. Nr. 171). Eine vielbe- 
nutzte einfache objektive Methode zur Sichtbarmachung der Knoten 
und Bäuche stehender Schallwellen in Gasen sind die Kundtschen 
Staubfiguren, Wie Kundt^) fand, wird in eine Röhre gestreutes 
leichtes Pulver durch die stehende Schallwelle aufgewirbelt und 
ordnet sich in Querriefen an, die an den Bäuchen am besten aus- 
gebildet sind, während es sich an den Knoten in kleinen Bingen 
anordnet, deren Inneres freibleibt. Die Entstehung der Kundt- 
schen Staubfiguren ist nach W. König ^) durch die mechanischen 
Ejäfte bedingt, die feste Körper in bewegten Flüssigkeiten auf- 
einander ausüben (s. Nr. 163). 

Bewegen sich in einer im Unendlichen ruhenden Flüssigkeit von 
der Dichte fi zwei Kugeln von den Badien B und B' in einander 
parallelen Geraden in der Eichtung der ;e^- Achse mit derselben 
gleichförmigen Geschwindigkeit co, sind a, 6, c a\ h\ c die Koordi- 
naten ihrer Mittelpunkte und Tq der Abstand der Mittelpunkte, so 
üben sie scheinbar aufeinander eine Kraft aus^), deren Kompo- 
nenten nach x^y, z, die nach a, &, c, bzw. a\ 2>', c genonmienen par- 
tiellen Differentialquotienten des Ausdruckes 

sind. (Vgl. Nr. 167.) 

Die Kräfte bleiben ungeändert, wenn umgekehrt die Flüssig- 
keit im unendlichen sich mit der Geschwindigkeit oo nach der ne- 
gativen ie;- Achse bewegt und die Kugeln ruhen. Ferner ist nach 
Bjerknes in dem Fall, daß die Flüssigkeit sich oszillatorisch 
bewegt, wie es ja bei den Schallschwingungen der Fall ist, die 
mittlere Kraft, mit der die Kugeln aufeinander wirken, gleich dem 
mittleren Wert der Kraft, die in jedem einzelnen Augenblick 
zwischen ihnen besteht. 

Ist also 

CO == Wq cos 2% -»f , 

so ist der Mittelwert von Sl: 

T 




c' U 



'0 ac» r 



1) A. Kundt, Poag. Ann. 126, 1868, S. 618. 

2) W. König, Wied. Ann. 42, 1891, S. 649. 

3) G. Kirchhoff, Mechanik, Leipzig 1883, S. 260. 
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Die (rcy-)Ebene enthalte die Verbindungslinie der beiden Kugeln, 
die mit der £f-Achse den Winkel -ö* bilde. Die Komponenten der 
scheinbaren Kraft der zweiten Kugel auf die erste sind: 

Z =- ^ = - Y jr^ -^ V sin 'Ö- (1 — 5 cos^'Ö-); 

Z = -^ = — ^'^y^ — 4~ o^o ®®s -d" (3 — 5 cos*-^). 

Hieraus folgt, daß die Kraft in der Ebene liegt, die durch die Be- 
wegungsrichtung der Flüssigkeit und die Verbindungslinie der 
Kugelmittelpunkte geht. Sie bildet im allgemeinen einen Winkel tp 
mit der jer- Achse, bestimmt durch 

. , ^ 1 — 6 008 «^ 

tg(p-tg^ 3^^^^^,^ - 

In den beiden Spezialfällen, daß r^ mit. der ± jSf-Eichtung über- 
einstimmt oder auf ihr senkrecht steht, fällt die Kraft mit der 
r^-Eichtung zusammen. 

Und zwar besteht eine abstoßende Kraft von der Größe 

wenn die beiden Kugeln in Richtung der Bewegung hintereinander 
liegen, dagegen eine anziehende Kraft von der halben Größe, wenn 
ihre Verbindungslinie senkrecht auf der Strömungsrichtung steht. 
Sind viele Kugeln vorhanden, die den Staubteilchen in der Schall- 
röhre entsprechen, so werden sich diese in allen zur Strömungs- 
richtung senkrechten Richtung anziehen, in der ihr parallelen sich 
abstoßen, so daß sie also das Bestreben haben werden, sich in 
Flächen aneinanderzureihen, die auf der Schallschwingungsrich- 
tung senkrecht stehen und die sich wegen der Abstoßung in Rich- 
tung ihrer Normalen als Rippen deutlich voneinander absondern 
werden — wie es für die Kun dt sehen Staubfiguren charakte- 
ristisch ist. 

Auf Veranlassung von W. König ^) hat Thomas diese Kräfte 
gemessen und in voller quantitativer Übereinstimmung mit der 
Theorie gefunden. 



1) W. König, Verh, d. Deutsch, Physik, Ges, 1911, S. 806. 
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Bei allen diesen Methoden ist auf die in Nr. 190 besprochene 
Verringerung der Schallgeschwindigkeit in Röhren Bücksicht zu 
nehmen. 

Die Schallgeschwindigkeit in Flüssigkeiten ist ebenfalls 
mit Hilfe der Kun dt sehen Staubfiguren gemessen worden.^) 
Auch hier ist die ßöhrenwand von Einfluß, jedoch nur zum 
geringsten Teil infolge der Reibung und Wärmeleitung, wie 
bei Gasen, vielmehr, wie bereits Helmholt z*) ausgeführt und 
später Korteweg*) eingehend berechnet hat, infolge der ela- 
stischen Nachgiebigkeit der Eöhrenwand, welche die Schall- 
geschwindigkeit zu klein erscheinen läßt. 

Die Schallgeschwindigkeit in festen Körpern, d. h. die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Longitudinalwellen in 

Stäben ist, wie in Nr. 132 bewiesen, gegeben durch c =1/ - 

wo E der Elastizitätsmodul, q die Dichte ist. 

Streng genommen bedeutet JB7 hier den adiabatischen, für 
sehr schnelle, keinen Ausgleich der Kompressionswärme ge- 
stattenden Dilatationswechsel geltenden Elastizitätsmodul. 
Jedoch ist, wie Grüneisen*) experimentell gezeigt hat, der 
Unterschied des isothermen und des adiabatischen Elastizi- 
tätsmoduls, in Übereinstimmung mit den von der Thermo- 
dynamik gelieferten Formeln, so gering — er beträgt nur 
wenige Promille — daß er bisher überhaupt nicht meßbar 
war. Die Messung der Schallgeschwindigkeit in festen Kör- 
pern geschieht nach Kun dt so, daß der zu untersuchende 
Stab in der Mitte festgeklemmt und durch Beiben zu seinem 
Longitudinalgrundton angeregt wird. Durch Verdickung des 
vorderen Endes oder mittels einer angekitteten Scheibe wird 
diese Schwingung in die Kun dt sehe Bohre übertragen und 
dort die Luft in stehende Schwingungen derselben Frequenz 
versetzt. Sind c^, A^ bzw. c^, X^ ^^^ Schallgeschwindigkeiten 
und Wellenlängen desselben Tones n im Stab bzw. in der 
Luft in der Bohre, so ist 

w == y- == ^, also Ci =» c^^' 
Fig. 126. i^ jg|. Q^jjj gleich der doppelten Länge des Stabes (s. Nr. 132), 

1) K. Dörsing, Ann. der Fhys. 25, 1908, S. 227. 

2) H. Helmholtz, Wiss, Abk., Bd. I, S. 246. 

3) D. J. Korteweg, Wied. Ann. 6, 1878, S. 626. 

4) E. Grüneiaen, Ann. der Fhys. 22, 1907, S. 842. 
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X^ ist durch das Doppelte des Abstandes zweier benachbarten gleichen 
Stellen der Kun dt sehen Staubfiguren gegeben (Fig. 126). Wird 
^2 als bekannt angenommen, so ist damit c^ gegeben. Ersetzt 
man die Luft durch ein anderes Gas, dem der Index 3 gegeben 

sei, so ist 

c c X 

-5- ^ ^^ oder Cg =** ^2 -— , 

SO daß auf diese Weise also auch die Schallgeschwindigkeit in 
verschiedenen Gasen bestimmt werden kann. 

197. Messung der Schwingnngszahl. Diese erfolgt viel- 
fach als ümkehrung der vorher besprochenen Methoden zur Be- 
stimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit unter Benutzung der 
allgemein gültigen Beziehung c = wl, indem man c, die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit in Luft, als bekannt anninunt und die 
Wellenlänge X nach den bereits angegebenen Methoden mißt. Die 
Genauigkeit ist natürlich hierbei nicht größer als diejenige, mit 
der c bekannt ist. Über graphische Methoden vgl. z. B. F.Auer- 
bach, Akustik^ in Winkelmanns Handbuch der Akustik Bd. 11, 
S. 186 ff. Theoretisch von Interesse ist die von F. Melde ^) an- 
gegebene Besonanzmethode, die aber nur auf feste tönende Körper 
anwendbar ist. Hierbei wird dessen Schwingung unter Vermitt- 
lung eines an ihn befestigten kleinen Korkkeils auf einen prisma- 
tischen einseitig festgeklemmten Metallstab übertragen, dessen 
Länge verändert wird, bis die Schwingungszahl einer seiner Trans- 
versaleigenschwingungen (s. Nr. 128) gleich der zu messenden 
Schwingungszahl ist. 

Die Ordnungszahl der Eigenschwingung erkennt man an der 
Anzahl der durch Sand sichtbar gemachten Knotenlinien. Hieraus 
läßt sich die Schwingungszahl aus Elastizitätsmodul, Dichte und 
den Dimensionen nach Nr. 135 berechnen. Bequemer wird mit 
einer Tonquelle von bekannnter Schwingungszahl geeicht. Handelt 
es sich um Vergleichung zweier sehr nahe gleichen Schwingungs- 
zahlen, so ist hierzu ein ebenso bequemes wie genaues Mittel die 
Zählung der Schwebungen, deren Zahl gleich der Differenz der 
Schwingungszahlen ist; s. Nr. 81. Welches die Tonquelle mit der 
höheren Schwingungszahl ist, ermittelt man durch kleine Belastung 
und damit Vertiefung der einen Tonquelle; wird die Schwebungs- 
zahl kleiner, so hatte diese die höhere Schwingungszahl. Das Ver- 
fahren ist subjektiv natürlich nur anwendbar, wenn die Schwebungs- 



1) F. Melde, Wied. Ann. 66, 1898, S. 767; 67, 1899, S. 781. 
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zabl nicht fiber etwa 8 hinanBgeht. Von dieser Beschränkimg 

ist das yerwandte ebenfalls sabjektive Verfahren, welches die Katm- 

hinationstöne benntzt (s. Nr. 97, 98 und 202). 

Eine ganz besonders genaue Yergleichong der Schwingongs- 
zahlen einander sehr naher oder anch sehr nahe in einem einfiEbdien 
Intervall stehender fester tönender Körper ist durch Beobachtimg 
der Lissajous sehen Figuren möglich, deren Theorie in Nr. 82 ge- 
geben ist. Es ist dort gezeigt, daß ein Massenpnnkt, dessen Bahn 
gegeben ist durch o; = -4. sin (2 nnt + a) und y = ^ sin (2nnt + ß\ 
eine Ellipse beschreibt, deren Achsengröße und -Richtungen yon den 
Amplituden J. und B und der Phasendifferenz ß — a abhftngt. Sind 
femer die Schwingnngszahlen nicht genau gleich, so kann man dies 
so auffassen, als sei die Phasendifferenz mit der Zeit yeranderlich und 
durchlaufe die Kurve nacheinander alle Ellipsen, die diesen jewei- 
ligen Phasendifferenzen ß — a entsprechen. Ist^ » Bsm(2nmt-^ß)j 
so ist diese Phasendifferenz, wenn m — n =» v gesetzt wird, 
2itvt-\' ß — a. Die Phasendifferenz ändert sich um 29r in der Zeit 

T=» — =» • Nach Verlauf dieser Zeit hat also periodisch 

die Ellipse wieder dieselbe Lage und Größe der Achse. 

Der unterschied der Schwingungszahlen ist m — w = -^ • Die 

Schnelligkeit der Änderung der Lissajous sehen Figur gibt ein 
Maß fOr die Differenz der Schwingungszahlen. 

Eine solche Bahn beschreibt aber nach Lissajous ein Licht- 
strahl, der nacheinander von zwei Stimmgabeln reflektiert wird, 
deren Schwingungsebenen aufeinander senkrecht stehen. Auf einem 
Schirm zeichnet der Lichtstrahl dann die Lissajousschen Figuren 
auf(vgl.Fig.55 S.169). Die Genauigkeit dieserVergleichungsmethode 
ist außerordentlich groß, Ist z. B. die Periode T« 100 sec, so wäre 

der Unterschied der Schwingungszahlen m — « = -^ = 0,01 . 

Kapitel 11. 

Schallintensität 

198. Definition. Formeln f&r die Schallintenaität. Als 

Schallintensität oder Scballstärke pflegt man zu definieren ent- 
weder die in 1 ccm im Mittel enthaltene mechanische Energie 
oder die im Mittel in 1 sec durch 1 qcm hindurchgehende Energie. 
Für fortschreitende Wellen sind beide Definitionen in Ge- 
brauch, während erstere für stehende Wellen allein möglich ist. 
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Für ebene fortschreitende Wellen von beliebigem, auch nicht 
harmonischem Typus gilt der Satz, daß die ganze Energie zur 
Hälfte potentielle, zur andern Hälfte kinetische Energie ist.^) 

Die potentielle Energie eines Volumen elementes d V ist gleich 
der Arbeit, die bei der Ausdehnung der in ihm enthaltenen Gas- 
menge von dem vorhandenen zu dem normalen Volumen gegen 
den normalen Druck p^ erhalten würde. Der jeweilige wirksame 
Druck dp hängt mit der Verdichtung s' zusammen durch die all- 
gemein für Wellen gültige Beziehung 6p = u^QqS^ Nr. 186 (3). Die 
Volumänderung ist hierbei dV'ds\ die entsprechende Elementar- 
arbeit öp ' dV' ds\ Insgesamt ist also die bei der Ausdehnung 
von dV auf dY(l + s) geleistete Arbeit, die potentielle Energie, 



a^Q^dvfsds = la^QdV'sK 





Die kinetische in dem Volumen dV enthaltene Energie ist 
^QQU^dV. Da nun bei ebenen fortschreitenden Wellen u ==> -^ as 
ist, so sind beide Energien einander gleich. 

Ist nun die fortschreitende ebene Welle spezieller durch eine 
harmonische Bewegung gegeben, sind also u und s zu jeder Zeit 
Ereisfnnktionen der einen Raumkoordinate, etwa 



5«asin 27r(y — yj, 



so ist der Mittelwert der Quadrate der Geschwindigkeiten u so- 
wohl als der Verdichtungen s die Hälfte von ihrem Maximalwert 
u^ (bzw. s^). Mithin ist für ebene harmonische Schallwellen die 
gesamte in einem mehrere Wellenlängen umfassenden Gebiet ent- 
haltene Energie A ^o^m^^ °^®^ ^^^^ J i^^^o^m^^ ^* ^- S^^^^^ 
der kinetischen Energie, welche die gesamte Luftmenge dieses 
Gebietes enthalten würde, wenn sie sich mit der Maximalgeschwin- 
digkeit u^ bewegen würde, oder auch gleich der potentiellen 
Energie dieser Luftmenge, wenn sie insgesamt auf die maximale 
Verdichtung gebracht wird.*) Die Schallintensität, d. h. die mitt- 
lere Gesamtenergie des Volumens Eins ist also 



1) Lord Rayleigh, Die Theorie des Schalles, 2. Band, S. 22, 
Braunschweig 1880. Deutsch von F. Neesen. 

2) W. Thomson, Fhil. Mag. IV, v. 9, S. 36 (1864). 
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Dieser Ausdruck fOr J läßt sich in verschiedene Formen bringen, 
deren jede eine mögliche experimentelle Messung von J liefert. 
Ist die Schallbewegung gegeben durch 



i^Asm27t(tN-^y 



wo Ä die (halbe) maximale Amplitude der Bewegung, N die 
Schwingungszahl in ganzen Perioden (v. d.) pro sec ist, so ist 
u^ = 27cNÄ^ also 

J^2QQ7t^N^Ä\ (la) 

Die maximale (halbe) relative Druckänderung A^ — -^^ hängt 

mit s^ wegen der adiabatischen Eigenschaft der Schallwellen zu- 
sammen durch die Beziehung A^ ^^ ^^m) ^^ ^^^ 

J-^Uo^-^l (Ib) 

Die maximale (halbe) Änderung der Temperatur endlich, 
(A'9')^, hängt mit A^ zusammen durch die Beziehung 

SO daß 

J-|9o('c-l)*|^(A*)i. (Ic) 

Die räumlichen mittleren Energiedichten für stehende Schall- 
wellen, die man ja als Superposition zweier forschreitenden Wellen 
von 1 v^ usw. auffassen kann, sind gleich der Hälfte der für fort- 
schreitende Wellen angegebenen Werte. Die durch 1 qcm in 1 sec 
wandernde Energie J' ist gegeben durch J' =^ J * a, 

199. Messungen der Schallintensität aus der maximalen 
Änderung von Dichte, Druck, Temperatur. Bisher sind zur 
Schall in tensitätsmessung die maximalen Änderungen der Dichte, 
des Druckes und der Temperatur, die in den Formeln 198 (la), 
(ib) und (Ic) gegeben sind, benutzt worden. 

Die erste Messung der maximalen Dichteänderung am Knoten 
einer stehenden Schallwelle ist von Töpler und Boltzmann^) 
ausgeführt worden, indem sie aus der Größe der Wanderung der 
Interferenzstreifen zweier Lichtstrahlen, von denen der eine durch 
die ruhende Luft, der andere durch die tönende ging, zunächst 



1) A. Toepler und L. Boltzmann, Pogg. -Inn. 141, 1870, S. 321. 
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die maximale Änderung des Brechungsexponentenn bestimmten, aus 
der sich nach dem Satz, daß bei Gasen n — 1 der Dichte propor- 
tional ist, die maximale Änderung der Dichte s^ ergab. ^) 

Die fnaoDtmale Änderung des Druckes , A^, in einem Knoten- 
punkt einer tönenden Pfeife hat zuerst A.Kun dt ^) mit demVentil- 
manometer gemessen. Zu einer exaktem Meßmethode für die In- 
tensität fortschreitender Schallwellen hat M. Wien^) die Bestim- 
mung von A^ mit dem Yi^cMonsmcmometer gestaltet. 

Der Schall setzt eine Membran in Bewegung, die auf der etwas 
erweiterten, sonst ins Ohr gesteckten Öffnung eines auf den be- 
treffenden Ton abgestimmten Eugelresonators befestigt ist, also 
dem Trommelfell entspricht. Ihre Schwingungen werden auf einen 
an ihr befestigten Spiegel übertragen; dieser breitet eine an ihr 
reflektierte linienförmige Lichtquelle auf einem Schirm zu einem 
Band aus, dessen Breite der Oröße A^ proportional ist. 

Die Reduktion auf absolutes Maß wird vorgenommen, indem 
man zunächst die Druckdifferenz im Resonator in absolutem Maß 
auf folgende Weise ermittelt. Zu dem angegebenen „empfindlichen^* 
Resonator wird ein „absoluter** auf den ersten genau abgestimmter 
Resonator angefertigt von denselben Dimensionen, nur mit dem 
Unterschied, daß seine Kapsel einen 3—4 Oktaven höheren Eigen- 
ton hat. Es ist dann sehr nahezu die maximale Amplitude der 
Kapsel bei Einwirkung einer periodischen Kraft Eao^pt gleich 
dem Ausschlag der bei einer konstanten Kraft der Größe E er- 
folgt, die etwa durch ein Wassermanometer hervorgebracht und 
gemessen werden kann. Indem man den zu messenden Ton nun 
aus derselben Entfernung auf beide Resonatoren wirken läßt, kann 
man den Ausschlag des ,;empfindlichen** Resonators auf den Aus- 
schlag des „absoluten** Resonators reduzieren. 

Femer ist noch das Verhältnis der Druckdifferenzen im Re- 
sonator zu denen außerhalb zu bestimmen. Es wird dies experi- 
mentell so ausgeführt, daß man die Öffnung des „empfindlichen** 
Resonators verschließt, so daß der Ausschlag nur vom Mitschwingen 
der eingestimmten Platte mit den von außen ankommenden Wellen 
herrührt. Befindet sich die Tonquelle in gleicher Entfernung von 
der Öffnung und der Kapsel, so resultiert der Ausschlag g bei ge- 
schlossener Öffnung nur von der äußeren Bewegung, bei geöffnetem 
Resonator der Ausschlag p — q von der Differenz der inneren und 

1) Siehe die analogen Versuche von £. Mach, Opt-akust Ver- 
suche, Frag 1873, sowie A. Raps, Wied. Ann. 50, 1893, S. 198. 

2) A. Kundt, Pogg. Ann. 184, 1868, S. 663. 

3) M. Wien, Wied. Ann. 86, 1889, S. 834. 

Weber n. Gans: Bepert d. Physik. I. 26 
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der äußeren Bewegung, woraus sich dann das gesuchte Verhält- 
nis q : p ergibt. Durch diese Messungen ist es also möglich, aus 
dem Ausschlag des „empfindlichen^ Besonators die Druckdifferenz 
im freien Baimi im absoluten Maß zu messen. 

Die Größe der maximalen adiabatischen Temperaturandemng, 
(A'9')„, und damit nach Nr.l98 (Ic) die Schallintensität, hat E.Neu- 
scheler^) im Knoten in einer tönenden Pfeife durch die ent- 
sprechende Änderung des elektrischen Widerstandes eines dort 
befindlichen Drahtes mit dem Saitengalvanometer bestimmt. Der 
Draht war so dünn gewählt, daß er den schnellen adiabatischen 
Temperaturschwankimgen der Luft in der Röhre (ca. 100 pro sec) 
ohne merkliche Trägheit folgte. 

200. Messung der Schallintensität ans der Druckwirkung 
aufwände; Bayleighsche Scheibe. Eine Schallwelle übt, wie 
Lord Bajleigh^ gezeigt hat, ein Drehimgsmoment auf drehbar 
in ihr aufgehängte Scheiben aus, indem sie diese senkrecht zur 
Schallbewegungsrichtung zu stellen strebt. 

Die Theorie dieser Erscheinung ist von W.König') gegeben, 
indem er nach den Lehren der Hydrodynamik die Druckwirkung 
eines unendlich ausgedehnten Flüssigkeitsstromes auf ein in ihm 
befindliches starres Eotationsellipsoid berechnete, dessen Rotations- 
achse einen Winkel d mit der Strömungsrichtung bildet. Durch 
Spezialisierung auf den Fall, daß die Länge der Rotationsachse 
sehr klein gegen die andere Achse ist, erhält man die Wirkrmg 
auf eine dünne Kreisscheibe. 

Der Koordinatenanfangspunkt liege im Mittelpunkt des El- 
lipsoids, dessen Gleichung ist: 

Die jE^' Achse ist die Rotationsachse. Die Flüssigkeit ströme im Un- 
endlichen in der a;-je;-Ebene mit konstanter Geschwindigkeit, deren 
Richtung mit der aJ-Achse den Winkel d' bilde. Sind u bzw. w die 
Geschwindigkeitskomponenten nach der x- bzw. ^er- Achse, so ist 

tg-^ =» — 



1) K. Nenscheler, Inaug, Diss. Tübingen; Ann. d, Ihys, 84, 
1911, S. 131. 

2) Rayleiffh, Phü. Mag. (5) 14, 1882, S. 186. 

8) W. König, Wied. Ann, 48, 1891, S. 48 und 50, 1898, S. 693. 
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Das Geschwindigkeitspotential ist^) (s. Nr. 156) 

uxÄ. wzC. 

wo 



« 8 

OO OD 





s ist die positive Wurzel der Gleichung 
Wirken keine äußeren Kräfte, so ist 

p-k<,«t.-,|f-i.((||)'+(|s)'+(|5> 

die Komponenten der Gesamtkraft und des Drehungsmoments auf 
den festen Körper sind, wenn d6 das Oberfiächenelement des festen 
Körpers, cc, ß^ y die Richtungswinkel der äußeren Normale sind, 

X = — /i? cos adö, L = — / p (^ cos a — z cos j5) der; 
r= "" /jP 008 i^^^y? JMr = —jp(e cos /5 — a; cos y)dtf; 

Z = — / p cos y der, ^ = — / p(x cosy — y cos a) d<y. 

In dem Ausdruck für p kommt vorläufig nur das dritte Glied 
in Betracht, da das konstante Glied bei der Integration heraus- 
fällt und wir zunächst stationäre Strömung voraussetzen. 

Zur Berechnung von p sind die Ausdrücke ^, ^, -^ an 

der Oberfläche des Ellipsoides, d. h. für ^ » zu nehmen. Die 
Ausrechnung liefert 

, 2fia*c* f ux . tojg 1 ' 

Das erste Glied ist konstant^ fällt also bei der Integration heraus. 

1) G. Kirfchhoff, Mechanik, 18. Vorlesung. 

26* 
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Bei Einführung von Polarkoordinaten durch x = r cos tp , 
y « r sin 9) wird: 

cos adiS = — "j/c^ __ ^8 dz cos q>dip^ 

c 

COS ßda = — yc^ — 0^dz sin 9(^9, 

c 
COS y(i<y = -yi^d^^d^), 



und das variable Glied von p: 

8 



2 tic^u* c* — z* o , 2 fta*M;* ;Er* 



4fiaci«t(? }/c* — z^ ' z 

Bei Bildung der Ausdrücke f^ X, T, Z, L, M, N ist nach 
z von + C? bis — C, nach <p von bis 27r zu integrieren. 
Man findet 

x= r=z = i = jvr=:0, 

und indem noch gesetzt wird 

7* ± «% 



a*—c* 



je nachdem das Elüpsoid abgeplattet oder verlängert ist, für ein 
abgeplattetes Ellipsoid 

i^__A 2 ?! (1 + g*) arc tg g — g — 1 8* 

^ (1 4- «*) arc tg g — e (1 + g") arc tg g — g — 2 g* 

c 
Ist — sehr klein, haben wir also eine dünne kreisförmige 

Scheibe, so wird, wenn noch die Geschwindigkeit der Strömung 
mit W bezeichnet wird, 

Jlf = -i ^ a^W^ sin 2-^ (l — 0,2977 -^V 

Auf eine dünne kreisförmige Scheibe vom Radius a und der 
halben Dicke c, die in einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeit 
ruht, welche im Unendlichen mit der Geschwindigkeit TT unter 
dem Winkel ^ gegen die Scheibennormale strömt, wirkt also keine 
bewegende Kraft, sondern nur ein Drehungsmoment um die zur 
Strömung und Normale senkrechte Achse. 
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Ist nun die Strömung nicht, wie bisher angenommen, stationär, 
sondern veränderlich, wie es in einer Schallwelle der Fall ist, so 
hat man nnr die Strömungskomponenten u und w als mit der Zeit 
veränderlich anzunehmen. Der berechnete Wert ist dann zu ver- 

mehren um — f* "öt» ^^ *^ ^^^ Oberfläche der Kugel den Wert hat 

du 2 , dw 2 

'^ f^ dt 2-A^'^ ^ dt 2-C ^' 

Bei der Ausrechnung der Anteile, welche dieses die Beschleu- 
nigungen der Strömung enthaltende Glied zu den Drehungsmo- 
menten Lj Mj N gibt, findet man, daß diese sämtlich Null sind. 
Es bleibt also das für stationäre Strömung gefundene Resultat 
bestehen; nur ist eben die in jedem Moment vorhandene Geschwin- 
digkeit für W einzusetzen. 

Ist insbesondere eine Sinusschwingung vorhanden, 

TF= Trocos27ry, 
so ist 

Jf = A H^a» (l - 0,2977 ^) W^^ sin 2d' cos* 2^^' 

Das Drehungsmoment variiert also zwischen Null und einem 
Maximalwert, hat aber in allen Phasen der Bewegung denselben 
Sinn; es strebt die Scheibe quer zur Strömungsrichtung zu stellen. 
Weun nun, wie es bei Schallwellen der Fall ist, diese Variationen 
des Drehungsmomentes sehr schnell erfolgen gegenüber der Ge- 
schwindigkeit, mit der die Scheibe ihnen folgen kann, so ist die 
Wirkung des schnell veränderlichen Drehungsmomentes äquivalent 
einem konstanten, das gleich dem über eine Schwingungsperiode 
genommenen Mittelwert ist. 

Das gesuchte Drehungsmoment ist also: 

» D - y |üa» (l - 0,2977 -^) Wq^ sin 2'^. 

Nach Nr. 198 (l) ist j (i Wq^ gleich der räumlichen Energie- 
dichte, d. h. der Schallintensität J^ so daß 

D - y a^ (l — 0,2977 -^) sin 2'9- • J, 

3 D 1 



* a'^l— 0,2977— ) 



sin 29- 
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Diese für sehr stark abgeplattete Eotationsellipsoide gültige 
Formel gilt mit großer Annäherung auch für dünne überall gleich 
dicke kreisförmige Scheiben vom Radius a und der Dicke c. Die 
Messung des Drehmomentes 2>, welches solche — Rayleigh- 
sche — Scheiben in einer Schallwelle mit ihrer Fläche quer zur 
Schwingungsrichtung zu stellen strebt, gestattet also in einfacher 
Weise, die Intensität der Schallwelle im absoluten Maß zu be- 
stimmen. 

Nachdem bereits Grimsehl^) auf dieses Prinzip einen Apparat 
zur Vergleichung von Schallintensitäten gegründet hatte *), ist von 
Zernov^) die völlige quantitative Übereinstimmung der beobach- 
teten mit den nach der Formel von W.König berechneten Dreh- 
ungsmomenten nachgewiesen und daraufhin ein ebenso genauer 
wie kompendiöser Apparat zur absoluten Messung von Schall- 
intensitäten angegeben worden. 

201. Messung der Schallintensität aus der Druckkraft 
stehender Schallwellen auf vollkommen reflektierende 
Wände. Wie Lord Rayleigh*) gezeigt hat, übt eine stehende 
Schallwelle auf eine vollkommen reflektierende Wand einen Druck 
j? aus, der gleich dem \ (x + 1) fachen der Volumdichte der to- 

talenBnergie oder der Schalldichte ist, wo x = — gleich dem Ver- 

hältnis der spezifischen Wärmen ist. 

Den Ausgangspunkt des Beweises bildet die allgemeine Glei- 
chung der Hydrodynamik (vgl. Nr. 150 (5)) 

/ dp d^ 1^ 



U\ 



Wir denken uns den Schall in einem zylindrischen durch einen 
Stempel abgeschlossenen Baum. Integration über eine lange Zeit- 
periode bringt O zum Verschwinden, und 



/l/f+4^'M' 



nimmt einen konstanten Wert an allen Stellen des Zylinders an. 
Der Wert am Stempel ist also derselbe wie der mittlere über die 
ganze Länge des Zylinders genommene Wert. Es seien p^ und q^ 

1) E.Grimsehl, Wied, Arm. 34, 1888, S. 1028. 

2) Vgl. auch P. Lebe de w, Wied. Ann. 62, 1897, S.163 und W. Alt- 
berg, Ann. d. Phys. 11, 1903, S. 405. 

3) W. Zernov, Ann. d. Phys. 21, 1908, S. 186, 

4) Lord Rayleigh, Phil Mag. (6) 10, 1906, S. 366. 
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die normalen, p^ und q^ die am Stempel herrschenden Werte von 
Druck und Dichte. Es ist 

und 
annähernd 

= ^-^ r (9.) + '^0^ { c, n^o) - r (9.) } . (i) 

Für den Mittelwert von j — ^ am Stempel ist hierin q^ für q 

zu setzen und in hezug auf t zu integrieren; ferner ist am Stempel 
CT =a 0. Um den Mittelwert über die ganze Länge l des Zylinders 
zu bilden, dessen Achse die a;- Achse sei, ist sowohl in bezug auf x 
wie auf t zu integrieren. Hierbei verschwindet in der Integration 
nach X das erste Glied in (1), da die mittlere Dichte dieselbe ist, 
als wenn keine Schwingungen vorhanden wären. Es wird: 



,(,,/^ „ . . jfjT- 



dxdt 



l 



Femer ist 

f{Pi -p,)ät -/{ri(9i)-/"(Po)>rf< 

= ?. nQo)f^ dt + 9oV"(9.)/^;4^ dt, 
so daß wegen (2) 

Ist a die Schallgeschwindigkeit, so ist f^Qo) == «*; femer ist 

Ist der Zylinder bei OJ = und x = ? geschlossen, so ist, wenn 5 

eine ganze Zahl, 

^ 8%X 8%at 

O = cos — y— cos — j— ; 
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mithin 



dxdt 



l ' 

wo die Integration nach x über die ganze Länge des Zylinders, 
von a; B» bis o; = 2 auszuführen ist. Es wird demnach 



/(..-,.). <-(.+^'i/i^ 



dxdt 



l 

Legen wir die New ton sehe Annahme zugrunde, daß die Schall- 
schwingungen ein isotherm verlaufender Prozeß sind, so ist nach 
dem Bojle-Mariotteschen Gesetz: 

j, = a^^, also f\q^ — a^ und f\q^ = 0, 
mithin 

^dxdt 



JiPi-Po)^^-9oJj—^ 



Die rechte Seite ist die doppelte Dichte der kinetischen Energie 
oder die Dichte der ganzen Energie, also die Schallintensität J. 
In diesem Fall ist also der Druck gleich dem doppelten der 
Energiedichte der einfallenden Wellen. Dieselbe Beziehung gilt 
nach Maxwell für den Lichtdruck auf einen vollständig reflek- 
tierenden Spiegel (bestätigt von Lebedew). 

Da die Schallschwingungen in Wirklichkeit adiabatisch ver- 
laufende Vorgänge sind, so ist 

Po Wo/ ' 

so daß 

mithin 

dxdt 



J{p^-Po)ät^\{^+l)q,JJ— 



l 



d. h. der mittlere Druck auf den Stempel ist gleich dem i-^^-A fachen 

der Energiedichte der stehenden hzw. dem (^-^-l) fachen der Energie- 
dichte der einfallenden Schallwelle, 

Aus dem Überdruck P auf 1 qcm einer reflektierenden Wand 
läßt sich also die Schallintensität oder Energiedichte J der auf- 
fallenden Schallwelle bestimmen nach der Gleichung 
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Altberg^) und Zernov') haben nachgewiesen, daß diese 
Druckkräfte von Schallwellen auf reflektierende Wände sich zur 
Messung der Schallintensität J eignen und daß die Beziehung 
P = (x + l)c7 innerhalb der Fehlergrenzen erfoUt ist. 

Es sei schließlich noch hervorgehoben, daß die Methoden der 
Messung der Schallintensität durch Bestimmung des mittleren 
Drehungsmomentes auf die Bajleighsche Scheibe und der mitt- 
leren Druckkraft auf reflektierende Wände unabhängig von der 
Form der Schallwelle sind, daß dagegen die Methoden, bei welchen 
die Druck-, Dichte- oder Temperaturschwankungen gemessen wer- 
den, sowie das Wien sehe Vibrationsmanometer zunächst nur auf 
Sinusschwingungen anwendbar sind. 



Kapitel m. 

Yerseliiedene Probleme der Akustik. 

202. Kombinationstone. Wie in Nr. 98 gezeigt ist, führt ein 
unter dem Einfluß einer elastischen Eraft von der Form ax-^-hx^ 
stehender Punkt, auf den außerdem zwei sinusförmige Kräfte von 
den Schwingungszahlen v und fi einwirken, eine Bewegung aus, 
welche die Superposition seiner Eigenschwingung, der Schwingungen 

V und fi, sowie in erster Annäherung der Schwingungen von der 
Differenz v — fi und v -\- (i darstellt. 

Es ist dies nach Helmholtz') die Schwingung, die das Trom- 
melfell unter der Einwirkung zweier Töne der Schwingungszahlen 

V und fi ausführt; bei ihm ist wahrscheinlich seinem trichterför- 
migen Bau nach die elastische Kraft von der Form ax-\-hx^. Es 
bedeutet dies also eine zur Buhelage 2; >» unsymmetrische ela- 
stische Kraft. Da das Ohr nach dem physiologisch-akustischen 
Grundgesetz von Ohm nur sinusförmige Luftbewegungen als reinen 
Ton empfindet, so werden also beim Einwirken zweier Töne der 
Schwingungszahlen v und fi auch die Töne v + fi und v — jii, Sum- 
mationston und Differenzton, gehört. 

Unter Berücksichtigung der Dämpfung des Trommelfelles ge- 
staltet sich die Helmholtz sehe Erklärung der Kombinationstöne 



1) W. Altberg, Ann, d. Fhys, 11, 1903, S. 406; 28, 1907., S. 267. 

2) W. Zernov, Äwn, d, Phys. 21, 1906, S. 136. 

3) H. Helmholtz, Lehre von den Tonempfindu/ngen^ 4. Aufl. , S. 263 ; 
Pogg. Ann, 99, 1866, S. 497. 
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folgendermaßen.^) Die Bewegtmgsgleichimg des Trommelfells ist 

Zar Integration wird gesetzt: 

X = eXi+ s^x^ + «'rcj + • • • 
und 

Die mit gleichen Potenzen von e multiplizierten Glieder werden 
dann einzeln Null gesetzt. Dies ergibt folgende Differentialglei- 
chungen : 

m -^7^ + Ä -^ + ax^ + f^Bini^itmi) -\- g^^{27tnt + ^) = 0, (1) 
«»^ + Ä-j^ + aa^+26Xiar, = (3) 



Gleichung (1) ist die bereits in Nr. 96 ausführlich besprochene 
Bewegungsgleichnng eines Massenpunktes, der unter dem Einfluß 

der elastischen Kraft — aa;, der Dämpfungskraft — ^ ^? sowie 

äußerer sinusförmiger Kräfte von den Schwingungszahlen m und n 
steht. Er (das Trommelfell) fährt sowohl seine gedämpften Eigen- 
schwingungen, sowie erzwungene Schwingungen der Schwingungs- 
zahlen m und n aus: 

a;. = ^e-^sin(<]/^-j^.H-v) 

-}- Ä sin (2fcmt — %) + J."(sin 27tnt — ij;) . 

Bei Annahme großer Dämpfung des Trommelfells bleiben prak- 
tisch nach kurzer Zeit die beiden letzten Glieder übrig; Einsetzung 
dieses Annäherungswertes für x^ in (2) gibt, wenn wieder die ge- 
dämpfte Schwingung fortgelassen wird, 

a:^ = J? -f 5' cos (2« • 2mt — x) + B"cos(2n; - 2nt — /') 

+ ^" cos (2 7t{m — n)t — %") + J5'" cos (2 jr (w -f w) — %"") ; 

es treten mithin nach dem Ohm sehen Grundgesetz die Töne 2in^ 
1) E. Waetzmann, Ann. der Phys. 24, 1907, S. 68. 
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2n, m — n und m -{■ n auf, also die Eombinationstöne erster Ord- 
nung, sowie 2 m und 2n. In gleicher Weise ergibt dann die Ein- 
setzung von x^ in (3) die Töne 3m, 3n, sowie die Kombinations- 
töne zweiter Ordnung w — 2n, n — 2m. In derselben Weise 
weiterschließend erhält man die Töne 4m, 4 n und die Eombina- 
tionstöne dritter Ordnung, usw. 

Wie Ol. Schaefer^) gezeigt hat, ist zur Entstehung dieser 
Kombinationstöne nicht unbedingt die Helmholtzsche Annahme 
asymmetrischer Elastizität des Trommelfells erforderlich. Sie ent- 
stehen auch in anderen Fällen, z. B. wenn man annimmt, daß das 
Trommelfell in gewöhnlicher Weise durch eine der ersten Potenz 
der Elongation proportionale elastische Kraft an seine Gleichge- 
wichtslage gebunden ist, daß aber die Dämpfungskraft nicht pro- 
portional der ersten, sondern proportional der zweiten Potenz der 
Geschwindigkeit ist, wobei das Vorzeichen bei jeder Umkehr der 
Bewegungsrichtung wechselt. Dieser Ansatz ist besonders bemer- 
kenswert, weil er im Gegensatz zu der Helmholtz sehen Theorie 
weder asymmetrisches elastisches Verhalten des Trommelfells noch 
auch endliche Amplituden voraussetzt, welche beiden Annahmen 
vielfach Bedenken hervorgerufen hatten. 

Befreit man den Helmholtz sehen Ansatz von der Forderung 
der Asymmetrie, indem man die elastische Kraft in der Form 
— ax^hx^ ansetzt, wobei das negative Vorzeichen für negative 
Werte von x, das positive für positive Werte von x gilt, erhält 
man ebenfalls Kombinationstöne.*) 

Diese Kombinationstöne bieten nun auch ein Mittel zur Ver- 
gleichung zweier Schwingungszahlen, namentlich zur Bestimmung 
sehr hoher Töne, wo die Differenztöne viel tiefer, in der Höhe der 
auch auf anderem Wege leicht bestimmbaren Töne liegen. 

203. Variations- und Intermittenztöne. Einer der direk- 
testen Beweise für die Ohmsche Theorie des Hörens ist in den 
„Variationstönen^^ zu erblicken, d. h. den Klangerscheinungen, die 
auftreten, wenn ein Ton in gleichen Intervallen periodisch ent- 
weder ganz unterbrochen wird oder allgemein seine Amplitude ent- 
sprechend periodische Schwankungen erfährt. Sei u die Zahl dieser 
Schwankungen oder Intermittenzen pro sec. Die Amplitude läßt sich 
dann nach dem Fouri ersehen Theorem darstellen in der Form: 

OD 



1) Gl. Schaefer, Ann. der Phys. B8, 1910, S. 1216. 

2) F. A. Schulze, Ann. der Phys. B4, 1911, S. 817. 
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hat der Ton die Schwingungszahl n pro sec, so ist die Luftbe- 
wegang 

Ä sin 27tnt = Aq sin 27tnt + -5^ cos [27t(n — w) ^ — 9)^] 



Ä Am 
^ cos [2n(n + u)t + q>^'] + ^ cos [27c(n — 2u) t — g)J 

^ cos [27r(w + 2w) ^ + 9)3] + • • • . 



Nach der Ohm sehen Theorie des Hörens tritt also im allge- 
meinen ein sehr kompliziertes Tongemisch auf, nämlich die objek- 
tiven, durch Besonatoren verstärkbaren Töne 

n 

n — u n -\- u 
n — 2w w + 2w 



nicht dagegen ein „ünterbrechungston" u; ein solcher tritt nur 
auf, wenn zufällig n ein ganzzahliges Vielfaches von u ist (oder 
auch umgekehrt). Ferner kann u noch subjektiv als Differenzton 
von « — w und u oder n -{• u und u usw. gehört werden. Alle 
diese Folgerungen der Ohm sehen Theorie des Hörens werden von 
der Erfahrung in weitem Umfang bestätigt.^) 

204. Dopplersohes Prinzip (vgl. Nr. 174). Bewegt sieb ein 
Beobachter relativ zu einer Tonquelle, so muB, worauf Doppler*) 
zuerst aufmerksam gemacht hat, der Ton höher erscheinen als 
bei gegenseitiger Buhe, wenn Beobachter und Tonquelle sich ein- 
ander nähern, tiefer im entgegengesetzten Fall. 

Es sind dabei zwei Fälle zu unterscheiden. 

1. Der Beobachter ruht, die Schallquelle bewegt sich mit der 
Geschwindigkeit v nach dem Beobachter hin. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Schalles sei c, n sei die Schwingungszahl der 
Tonquelle. 

Zur Zeit ^ = sei e die Entfernung von Schallquelle und 
Beobachter. Die dann von der Schallquelle abgeschickte Schwin- 

gung erreicht den Beobachter zur Zeit ^^ =■ — • Nach Verlauf von 

1) A. Seebeck, Pogg. Ann. 63, 1844, S. 866; Helmholtz, Ton- 
empfindungen, Anhang; F. A. Schulze, Ann. d, Fhys. 26, 1908, S. 217; 
E. L. Schaefer und 0. Abraham, Pflügers Archiv 88, S. 207; 85, 
S.686; 88, S.482, 1901; Ann. der Physik 18, 1904, S. 996. 

2) Doppler, Dm farbige Licht der Doppdsteme^ Prag 1842. 
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1 Sekunde ist der Abstand nur noch c — v; die dann abgeschickte 
Schwingung kommt beim Beobachter also an zur Zeit ig = 1 H — - — • 

In der Zeit t^ — ti^l treffen also das Ohr des Beobachters 



n Schwingungen, in der Zeit von 1 Sekunde mithin n'= 



n 



1-^ 

c 



Dieses ist also die scheinbare Schwingungszahl der bewegten Ton- 
quelle, wenn sich die Schallquelle bewegt, der Beobachter da- 
gegen ruht. 

2. Der Beobachter bewegt sich mit der Geschwindigkeit v zur 
ruhenden Schallquelle hin. 

In 1 Sekunde bewegt sich der Beobachter um die Strecke v 

weiter; auf dieser Strecke befinden sich t? — Verdichtungen, denen 
das Ohr begegnet. Außerdem gelangen aber auch noch n Verdich- 
tungen zum Ohr, so daß es in der Sekunde von w"— w(l + — j 

Vibrationen getroffen wird. Dies ist also die scheinbare Schwin- 
gungszahl. 

Es ist also nicht gleichgültig, ob das Ohr ruht und die Schall- 
quelle sich bewegt, oder umgekehrt. Nur solange v sehr klein 

gegen C ist, so daß (— ) imd höhere Potenzen zu vernachlässigen 

sind, ist die prozentische Schwingungszahländerung in beiden Fällen 
merklich gleich. 

Bei einigermaßen großen, aber noch realisierbaren Werten von 
V kann der Unterschied beider Fälle eben merklich werden. Es ist 



^' - ' + 7 + ©*+ ©'+ 



il'-l + i 

n c 



V ist bei Annäherung positiv, bei Entfernung negativ. 

Für V = 43 — und c = 332 — ist 
sec sec 



W 



n 



= 1,146 



— =1,129, 



also etwa ein großer bzw. kleiner Ganzton (-| bzw. ^). 



414 Kapitel III. Verschiedene Probleme der Akustik 

Die Versuche, die die Formel stets bestätigt haben, sind aller- 
dings nur in Fällen angestellt^ wo der Unterschied noch nicht 
merklich ist. 

Nach F. ßicharz^) sind die Fälle der Annäherung und Ent- 
fernung gleichzeitig zu beobachten^ bei Annäherang einer pfeifen- 
den Lokomotive, deren Pfiff gleichzeitig durch einen Berg reflek- 
tiert im Echo gehört wird; letzteres entfernt sich, erscheint also 
tiefer, während der Pfiff direkt erhöht erscheint. 

205» Beflexion und Brechung von Schallwellen. Zwei 
reibungslose flüssige oder gasförmige Medien 1 und 2 mögen in 
einer Trennungsebene so ^^ aneinandergrenzen. Auf diese falle 
eine ebene Schallwelle aus dem Medium 1 auf; die ;ei -Achse sei 
parallel der Schnittlinie der Wellenebene ax -{- ßy =^ konst. 

Für das Geschwindigkeitspotential gelten dann im ersten bzw. 
zweiten Medium nach Nr. 186 (4) und (6) die Gleichungen 

T^ = V© + ^), (1) 

^ + V«i=0, (2) 

^ + <h\ = 0. (4) 

An der Grenzfläche a? = müssen ferner die Geschwindigkeiten 
normal zur Fläche sowie außerdem die Drucke in beiden Medien 
dieselben sein. Dies liefert als Grenzbedingungen 

^ = ^ für x = (5) 

dx ox ^ ^ 

und, da nach Nr.l86 (3) dp^ «=» a^d^^ = a^s^q^ bzw. dp^ = €L%dq^ 
= a^^Sq^Q^ ist, wegen (2) und (4) 

?i^ = ?^^ ^«^ ^" = 0- (6) 

Die einfallende Welle spaltet sich in eine reflektierte und eine 
gebrochene Welle. Wir setzen hierfür an (vgl. Nr. 170): 

Einfallende WeUe 9)i^ = ^iC*(«i*+/*^y+>'i'), (7) 

Reflektierte Welle fp^^ = ^/e'(«i'*+/*i'y +>'*''>, (8) 

Gebrochene Welle tp^ =^jje'(^**+/**y+y«'). (9) 

1) F. Bicharz, Natwrw, Rundschau 15, 1900, S. 69. 
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Da nun die Grenzbedingungen (5) und (6) für alle Werte von t 
und y erfüllt sein müssen, so müssen für a? = 9>i, 9>i' und q)^ 
proportional derselben Funktion von t und y sein. Demnach ist 



ßl ßl ßi ß 

und 






71 7i 72 7- 






Nach (1) und (3) folgt hieraus 






y«-V(V + ^0-«i*(«x'* + /3*) = 
oder 


-a.'W + ß') 


(10) 


«1 «1. 




(11) 






(12) 



Ist'9'i der Einfallswinkel d.h. der Winkel zwischen der Normalen 
zur Trennungsfläche und der Wellennormale der einfallenden Welle, 
in analoger Weise, nach der Bezeichnungsweise der Optik, 'd-^' der 
Reflexionswinkel, d"^ der Brechungswinkel, so ist 

8in^i== P _ sin >»/ = -=^ — , sin «Ö-jj =» -^J=zi : (13) 

mithin gilt nach (11) und (12) 

», = »,' (14) 



und 

Binö-j a^ 



(15) 



d. h. das Reflexionsgesetz und das Brechungsgesetz gilt in der 
Akustik in derselben Form wie in der Optik. 

Für die Amplituden erhält man durch Einsetzen von (7), (8) 
und (9) in die Grenzbedingungen (5) und (6) unter Beachtung 
der Beziehung 9>i = 9>ig+ 9>i^ die Gleichung 

und 
oder 



und 
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Unter Benutzung der Formeln (13) sowie der Beziehung 

l/l — sin •« 

ctff a = - — r^ 

° iBina 

findet man die Amplitude der reflektierten Welle 

gl ''"ctg«"! 

und die Amplitude der gebrochenen Welle 

Für die numerische Berechnung ist es zweckmäßig, ctg'^^ nach 
(14) durch ^^ und den Brechungsexponenten — auszudrücken. 
Es ergibt sich 

WO a^ und a^ die Schallgeschwindigkeiten im ersten und im 
zweiten Medium sind. Sind diese z. B. Luft und Wasser von Null 

Grad, so ist — ungefähr = 4,3, so daß 



«1 



ctg-Ö", 



gir = 0,23yi-17,5tg»^,. 



Dieser Ausdruck bleibt reell nur, so lange der Einfallswinkel ^^ 
nicht größer ist als 13®. Für größere Einfallswinkel tritt, wie 
in der folgenden Nummer gezeigt wird, Totalreflexion ein; das 
Wasser ist eben „akustisch dünner" als Luft. Übrigens ist auch 
für Einfallswinkel, die kleiner sind als 13®, die Reflexion noch 
fast total. Bei Einsetzen der Zahlenwerte für q^ und ^^ erhält 
man 

j^' 1 — 0,0008 yi — 17,6 tg*«»! 

A 1 + 0,0003 yi — 17,6 tg"«»! 

Selbst für senkrechte Inzidenz, ^^ = 0, hat dieser Ausdruck noch 
sehr nahezu den Wert 1. 
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Von Interesse ist folgende Analogie mit der Optik. Nach (15) 
ist . ^ == — • Sind beide Medien gasförmig, so ist nach Nr. 187 (2) 

Im Falle angleicher Dichte, aber gleicher adiabatischer Kompres- 
sibilität, Xi == Xj , wird also 

Qf a^* Bin'-d'i 

9i ttj * sin * ^j 

und weiter die Amplitude der reflektierten Welle 

Qi ctgö*! _ sin 2Ö' — sin 2ö'i __ tg(^ — -^J ^ 
g> ctg^g "^ sin 2-9- + sin 2^1 "" ^gifi' + ^i)'^ 
Q, + ctga-, 

dieser Ausdruck stimmt überein mit dem von Fresnel für senk- 
recht zur Einfallsebene polarisiertes Licht angegebenen. 

In diesem Falle gibt es also einen bestimmten Einfallswinkel, 
für welchen die Intensität des reflektierten Schalles Null ist, 

nämüch denjenigen, dessen Tangente den Wert ^ hat, analog dem 

Br e WS ter sehen Gesetz in der Optik. 

Sind andererseits die Dichten gleich, ^^ = Q^t ^^^ ^^^ Kom- 
pressibilitäten ungleich, x^ ^ Xg (beide Eigenschaften dürfen natür- 
lich nicht gleichzeitig gleich groß sein, da sonst die beiden Gase 
überhaupt akustisch nicht mehr verschieden wären), so ist 

A tg^^+tg«-; 8in(^,+^J' 

es entspricht dies der Formel von Fresnel für in der Einfalls- 
ebene polarisiertes Licht. Hierbei gibt es keinen Einfallswinkel, 
für welchen der reflektierte Schallstrahl verschwindet. 

206. Totalreflexion. Die für die Amplitude der reflektierten 
und gebrochenen Welle abgeleiteten Ausdrücke gelten stets, wenn 
das zweite Medium „akustisch dichter" ist als das erste Medium, 
im umgekehrten Falle nur solange der einfallende Winkel nicht 
einen kritischen Wert überschreitet, bei dem a^ imaginär wird. 
Setzt man — ta^' anstatt cc^ in der Gleichung Nr. 205 (9), und 
führt sonst die Rechnung in analoger Weise durch, so erhält man 
anstelle der Gleichungen (7), (8) und (9) der vorigen Nummer 
folgende Ausdrücke, wenn man noch J.^ =» 1 setzt: 

Weber u. GaDs: Bepert. d. Physik. L 27 



418 Kapitel HI. Verschiedene Probleme der Akustik 

Einfallende Welle: 91,= c*(«i*+"/^y +y*) ; 

Reflektierte Welle: w' = ^ % e»(-oria:+/*y+yO . 

Gebrochene Welle: w. = — r e» (-•««'* +/^y+ 70 . 

Abscheidung des imaginären Anteiles ergibt: 
Einfallende Welle: cos (cciX -i- ßy -j- yt)-^ 
Reflektierte Welle: cos ( — cci^o + ßy -{- yt -^ 26); 

Gebrochene Welle: — r e"^'^ cos^ßy -\- yt -\- s) ^ 



wobei 






Es treten also hier im wesentlichen dieselben Erscheinungen auf, 
wie bei der Totalreflexion von Lichtwellen. Die im zweiten Me- 
dium auftretende Bewegung ist überhaupt keine Welle im gewöhn- 
lichen Sinne mehr. Die Amplitude ist nicht konstant, sondern 
nimmt mit dem Eindringen in das zweite Medium ab, da für 
dieses x negative Werte hat. Die für die Schnelligkeit der Ampli- 
tudenabnahme maßgebende Größe a^ berechnet sich nach Nr. 205 
(10) als: 



«.•=y?*-iv 



Bei Einfährung der Wellenlänge l^ im ersten Medium und des 
Einfallswinkels ist, wie aus dem Ansatz 9 = cos (a^x -{- ßy -^^ yt) 
für die einfallende Welle sofort zu ersehen, 

y = —j-^ und /3 = -^ sm ^1 , 
so daß 



«,'=|^]/sin»e,-A_; 



Nach einer Strecke von nur wenigen Wellenlängen ist also die 
Amplitude der Bewegung im zweiten Medium schon unmerklich klein. 
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Da nach den für die einfallende und reflektierte Welle gefun- 
denen Ausdrücken in der ersteren ebensoviel Energie nach der 
Trennungsfläche hingeht, wie in der letzteren von ihr foi-t wieder 
in das erste Medium hineingeht, so ist die Eeflexion total. 

Zwischen der reflektierten und der einfallenden Welle besteht 

ein Phasenunterschied 2£, gegeben durch tge = —^ — , oder bei 

Einführung des Einfallswinkels &^ und der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten a^ und a^ 



tg. = ^l/tg^^,--^; 



2 



Nach denselben für eine Trennungsfläche hier zur Anwendung 
gebrachten Prinzipien kann man ohne Schwierigkeit in leicht er- 
sichtlicher Weise vorgehen, wenn mehr als eine Trennungsfläche 
vorhanden ist. An jeder ist als Grenzbedingung einzuführen, daß 
die Bewegungen normal zur Trennungsfläche, sowie die Drucke 
gleich sind.^) 

Die erste Berechnung der Reflexion und Brechung des Schalles 
stammt von Poisson^); eine allgemeine Behandlung dieser Fragen 
gab Green.^) 

207. Reflexion und Brechung in Medien mit Sehub- 
Bpannung. Erheblich komplizierter werden die Verhältnisse, wenn 
nicht mehr, wie bisher vorausgesetzt, beide Medien reibungslose 
ideale Gase oder Flüssigkeiten sind, in denen keine Schubspan- 
nungen auftreten und nur Verdichtungswellen möglich sind, son- 
dern wenn in allen Medien sowohl Verdichtungs- als auch Schie- 
bungswellen möglich sind und außerdem im allgemeinen Fall auch 
innere Reibung vorhanden ist. Man verdankt die Behandlung 
dieses Problems wesentlich P. Drude.*) Fortgeführt und erwei- 
tert, sowie auf praktische Probleme angewendet, sind die Ansätze 
von Drude durch R. Berger.^) Es sei nur das Wesentliche und 
Wichtigste in großen Zügen skizziert. Die Grenzbedingungen sind 
auch hier für jede Trennungsfläche Gleichheit der Normalverschie- 
bungen, sowie ferner Gleichheit der Normaldrucke. Die Tangen- 



1) Näheres darüber in "Rsbyleigh^ Theorie des Schalles U S. 103 ff. 

2) Poisson, Mem. de Vlnstüutt. ü, 1819, p. 305; t. X, 1881, 
p. 317. In der ersten Abhandlung ist nur senkrechte Inzidenz be- 
handelt. 

3) Green, Cambridge Tra/nsactions 1838. 

4) P. Drude, Wied. Arm. 41, 1890, S. 769. 

ö) R. Berger, über die Sehalldurchlässigkeit, Inaug.-Diss. München 
1911. 

27* 
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tial Verschiebungen brauchen nicht direkt gleich zn sein; praktisch 
sind sie es jedoch meist naheza, da die äußere Reibung groß ist, 
was im folgenden vorausgesetzt sei. 

Seien tf^^, tf^, S^ die Verrückungen, JT^, JI , JI^ die Normal- 
spannungen, n^'^n^, n^^^n^, J7y,=J7,ydieSchubspannungeii, 
so lauten die Orenzbedingungen, wenn wieder die a:-Achse die Nor- 
male zur Trennungsebene ist, 



(2) 



ÖX^ => 6X2 


n:^-^^ 


^Vi - ^y% (1) 


^y^-^y^. 


ÖZ^ = ^^8^2 


^.x-^^' 



Die Fortschreitungsrichtung der Wellen sei parallel zur x^-Ebene. 
Die Wellen lassen sich dann ansetzen in der Form: 

öy^fl = Äy€ ^ (3) 

iijtN[t— — (xcoBa-\-yeoBß)] 

wo N die Schwingungszahl, V die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit ist. 

Nach der Elastizitätstheorie (vgl. Nr. 101 und 103) ist ftlr 
isotrope Körper: 

„ / N dix . /däx , ddy , ddz\ 

^«. = («11- «12)-^^ + ^u[-^ + "ay + -ä7J 

rr ( ^^*y|^ (ddx ddy ,dSz\ 

rr / \ ^^^ i (dSx . day ,dSz\ 

^ y^ 2 \dy dx ) 

TT --TT _ «ii-«i« / ^^^ . ^^y\ 
^^xz — ^^«r — 2 \dz "^ dx] 



^^yz — ^^zy— 2 ' \dz '^ dy )' 
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(4) in (2) eingeföhrt ergibt: 

(»..-«,.).^+(o.(t'+?i') 
K-«-).e+^)-(«u-«..).f-S'+^). 

Durch Anwendung derselben Schlußweise wie in den beiden vorigen 
Nummern erhält man aus der Tatsache der Grenzbedingungen 
wieder das Beilexionsgesetz und das Brechungsgesetz in der glei- 
chen Form. Es ist aber hier eine wesentlich größere Mannigfaltig- 
keit der Erscheinung vorhanden. Fällt eine Verdichtungswelle oder 
eine Schiebungswelle auf die Trennungsfläche, so entstehen im 
allgemeinen vier Wellen, nämlich im ersten Medium eine reflek- 
tierte Verdichtungs welle und eine reflektierte Schiebungs welle, im 
zweiten Medium eine gebrochene Verdichtungswelle und eine ge- 
brochene Schiebungswelle. In analoger Weise entstehen acht Wel- 
len, wenn eine Verdichtungswelle und eine Schiebungswelle ein- 
fallen. Das Beflexionsgesetz und das Brechungsgesetz gelten immer 
für zwei zusammengehörige Wellen derselben Art. 

Die Amplituden Verhältnisse dieser verschiedenen Wellen erhält 
man aus den Grenzbedingungen (l) und (4) in analoger Weise 
wie in dem einfachen im vorigen diskutierten Fall.^) Messungen 
und quantitative Prüfungen der so erhaltenen Formeln liegen noch 
nicht vor. 

Kapitel IV. 

Gliederung des Tonbereiches. 

208. Aufbau der diatonischen Skalen. Physikalisch ist 
die Höhe eines Tones durch die Angabe der Schwingungszahl n voll- 
kommen bestimmt; n kann dabei jeden beliebigen positiven Wert an- 
nehmen. In der Musik werden aus ästhetischen und psychologischen 
Gründen aus dieser stetigen Beihe von Tönen nur einzelne heraus- 
gegriffen und benutzt, die in bestimmten zahlenmäßigen Bezie- 
hungen, den musikalischen Intervallen, zueinander stehen. Die 
Auswahl dieser Tonintervalle erfolgt nach dem psychologischen 
Gesetz, daß zwei Töne, deren Schwingungszahlen im Verhältnis 
kleiner ganzer Zahlen zueinander stehen, einen angenehmen Ein- 

1) Man sehe hierzu die zitierten Abhandlungen von P. Drude 
und B. Berger, wo auch der Einfluß der Beibung behandelt ist. 
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druck verursachen, „konsonant'' sind. Dabei kommt es auf die 
absolute Schwingungszahl des Grundtones durchaus nicht an. Das 
Schwingungszahlverhältnis 2 : 1 gibt das konsonanteste Intervall, 
die Oktave. Bei der Auswahl der innerhalb einer Oktave einzu- 
führenden Töne dienen als Leitlinien die nächst der Oktave wohl- 
klingendsten Intervalle. 

Da zwei Töne, die in dem Intervall der Oktave stehen, 
für das Ohr eine außerordentliche Ähnlichkeit, fast Gleichheit 
haben, so bezeichnet man solche Töne, die im Intervall einer 
oder mehrerer Oktaven zueinander stehen, mit demselben Buch- 
staben. Der Name Oktave stammt daher, daß in der diatonischen 
Tonleiter eine volle Oktave 8 Töne umfaßt; es sind zwischen dem 
Grundton und seiner nächsthöheren Oktave noch 6 Töne einge- 
schaltet. Der Grundton wird mit dem Buchstaben c, die darauf 
folgenden mit d, e, /*, ^, a, ä, und die Oktave wieder mit c bezeichnet, 
welche von dem Grundton c durch einen Index unterschieden wird. 
Vom physikalischen Standpunkt aus ist es zunächst völlig gleich- 
gültig, welche Schwingungszahl man dem c oder damit einer seiner 
Oktaven geben will. Um einfache Zahlen für diese Noten c zu 
erhalten, hat man in di&r physikalischen Stimmung als Schwingungs- 
zahlen für die Noten c die ganzzahligen Potenzen von 2 genonomen. 
Die verschiedenen Oktaven werden durch Zahlenindizes unter- 
schieden. In neuer deutscher Bezeichnung (es bestehen leider 
mehrere Bezeichnungsarten nebeneinander; s. dazu z. B. A. Ka- 
lähne, Orimdziige der Mathem.-Phy sikäl.Akustilc Bd.lS. 28 S,) sind 
die Namen und Schwingungszahlen 

C-» c-^ c-i c^ c^ c^ c» c* c^ c« c^ 

16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384. 

In der internationalen Stimmung wird das eingestrichene a mit 
435 Schwingungen („Doppelschwingungen") zugrunde gelegt; das 
zugehörige höhere c hat 522 Schwingungen. Die Intervallabwei- 
chungen beider Stimmungen zueinander ist ca. Yg ganzer Ton, also 
nur für ganz besonders feine Ohren merkbar. 

Dem Intervall der Oktave folgen dann als nächst konsonante 
Intervalle die Quinte mit dem Schwingungszahlverhältnis 3 : 2, 
und die große Terz mit dem Schwingungszahlverhältnis 5 : 4. 

Grundton, Terz und Quinte bilden den Durdreiklang. Soll 
dieser zur Quinte von c, zu g, als Grundton gebildet werden, so 
erfordert dies die neuen Töne ^x^^y ^^^ f ^**^ f ~ l» letzterer 
Ton geht über die Oktave des Grundtones hinaus; die nächst nie- 
dere Oktave zu ihm ist der Ton |. Die Bildung des Durdrei- 
klanges von der Oktave des Grundtones, also dem Ton 2, nach 
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abwärts, gibt die Töne 2 : | ~ J und 2 : (| : f ) = f. Man erhält 
auf diese Weise die diatonisc^ie Durskala, 

Als Grundton nehmen wir einen Ton mit 256 Schwingungen; 
er wird als q bezeichnet. Es ergibt sich so die Natürliche Dia- 
tonische C-durshüa mit folgenden Bezeichnungen und Intervallen: 

Ton c^ d^ e^ f^ g^ a^ \ c^ 

Intervall gegen ^ 9.5.4.AAI60 
den Grundton c^^^^^^^^ 

Intervall be- 9. 10 I6 9. 10 9. 16 

nachbarter Töne 8 9 15 8 9 8 15- 

In ganz analoger Weise läßt sich die Natürliche diatonische 
G-mollskala aufbauen, indem man von dem Mollakkord 10:12:15 
= 1 : -| : I ausgeht, der sich von dem Durakkord nur durch Ersatz 
der großen Terz 5 : 4 durch die kleine Terz 6 : 5 unterscheidet. 
Man erhält durch Bildung des Mollakkords mit dem Ton j als 
Grundton die beiden Töne f x f == -f- und f x f == f nait seiner 
niederen Oktave |-; durch Bildung des Mollakkords von Ton 2 
nach abwärts: 2x||==|- und 2x^ = ^. Neben bereits in der 
Durskala vorhondenen Tönen treten also drei neue Töne auf Dem- 
nach ist die Natürlicke C-moUskalai 



Ton 


Ci d^ es^ f^ g^ as^ \ c^ 


Intervall zum 
Grundton c^ 


1 96488 9 n 
^86825 5^ 


Intervall be- 


9 16 10 9 16 9 10 


nachbarter Töne 


8 15 9 8 15 8 9 * 



Das Intervall -1 heißt ein großer ganzer Ton, y ein kleiner ganzer 
Ton, das Intervall || ein großer halber Ton. 

209. Die ohromatischen Tonleitern. Gleichscliwebende 
Temperattir. Diese so erhaltenen Töne sind nun nicht aus- 
reichend zur Erfüllung der von der praktischen Musik gestellten 
Forderung, der Möglichkeit, die Dur- oder Mollskala von jedem 
beliebigen Ton aus aufstellen zu können. Soll z. B. zu g als Grund- 
ton die natürliche diatonische Durskala aufgebaut werden, so sind 
dazu folgende Töne erforderlich: 

A A-s^ö. 27 A*s^A 15 3->^iL 9 A^«^i. 9. 9>>^^ 

2» 2*^8 16» 2*^4 8» 2-^3 '^' 2'^2 4 '^'^8' 

3 s.^ 5 _^ 5 n ^^^ 6 S v^ 15 45 __ o n^^ 45 3 >.^ n o 9 ^»^ 8. , 

Außer den bereits vorhandenen Tönen treten also die neuen Töne 
^^ und H auf. Ersterer liegt außerordentlich nahe an a = f ; und 



zwar ist f| = f x fj • I^a.s Intervall p heißt 1 Komma. Dagegen 
liegt der Ton ||«= 1,406 zwischen i = 1,333 und | = 1,5000. 
Er heißt fis. Während ein Komma für das Ohr kaum merklich 
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ist, ist das Intervall zwischen fis und g gleich demjenigen 
zwischen e und /*= ff; fis ist also notwendig als neuer Ton ein- 
zuführen. Analog wird man zur Einführung noch anderer neuer 
Töne geführt, wenn man die diatonischen Dur- und Mollskalen 
auf den anderen Tönen der C-dur- und -moUskalen als Grundton 
aufbauen will. Diese so neu geforderten Töne sollen nun eben- 
falls als Grundton dienen können und erfordern wiederum neue 
Töne, so daß man zu einer sehr großen Zahl von Tönen kommt. 
Die kleine Terz zu es würde z. B. der Ton f • j =* ff = 1,440 sein, 
der zwischen fis und g^ näher an fi^ läge, und in Analogie zu es 
als ges bezeichnet werden könnte; usw. Da nun die Anzahl der 
Töne auf Instrumenten mit festen gegebenen Tönen, wie Klavier, 
Orgel usw. naturgemäß eine gewisse Grenze nicht überschreiten 
darf, ohne daß die Handhabung zu unbequem wird, ist man zu 
einer Reduktion der Anzahl der Töne innerhalb einer Oktave 
gezwungen, wobei der leitende Gesichtspunkt sein muß, alle 
Töne, deren Intervall so klein ist, daß das Ohr die Unterschiede 
kaum bemerkt, zu einem einzigen mittleren zusammenzufassen. 
Natürlich kann diese Reduktion nur mit gewisser Willkür und 
auf verschiedene Weise erfolgen. Man ist hierbei auf 12 Töne in der 
Oktave gelangt, indem man außer den Tönen, die in der natürlichen 
C-dur- und der natürlichen C-moUskala schon vorhanden sind, näm- 
lich c, d^ es, /*, g, as, a, 6, Ä, c noch je einen Ton zwischen c und d 
und f und g einschob, deren Intervalle größer sind, als die Inter- 
valle zwischen zwei andern benachbarten. Man erhält so die ans 
12 Halbtönen bestehende chromatische Tonleiter. 

Auch bei der engeren Auswahl der Intervalle dieser 12 Töne 
sind verschiedene Wege möglich. 

Die einfachste, jetzt allgemein angenommene Lösung ist die 
1691 von Wer ckm eist er ^) vorgeschlagene Einführung der tem- 
perierten Skala oder gleichschwebenden Temperatur. Sie besteht 
darin, daß man alle 12 Intervalle der Oktave einander völlig 
gleich macht. Da man nun nach 12 dieser gleichen chromatischen 
Halbtonintervalle auf die nächsthöhere Oktave kommen soU, so 
ist die Größe dieses stets gleichen Intervalles gegeben durch 

^^2 = 1,05946. 

Man kann dann jeden beliebigen Ton als Grundton einer Ton- 
leiter nehmen, wobei diese stets gleich ausfällt. Außer der Ok- 
tave ist aber dabei keines der vorkommenden Intervalle ein reines 
durch kleine ganze Zahlen gegebenes. Immerhin ist dieses wohl 
die beste der möglichen Lösungen. 

1) A. Wer c k m e i b te r , Die musikalische Temperatur, Frankfurt 1691. 
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— , Brechung und Reflexion 414. 

419 
— , Dämpfung 886 
Schärfe der Resonanz 200 
Schiefe Ebene 28. 81 
Schiefer Wurf 78. 146 
Schiffskreisel 66 
Schmiermittel 169 
Schraube 28 

Schubspannung (Akust.) 419 
Schuß (nach Himmelsrichtungen) 

147 
Schußbahnen, flache 80 
Schwebungen 166. 188. 897 
schwerer llreisel 138 
Schwerkraft 71 
Schwerpunkt 12 
Schwerpunktsatz 12 
Schwingende Membranen 280 
-- Platten 286 

— Saiten 259 

— Stäbe 278 

Schwingungen, Analyse 162 
— , Dynamik 171 

— , elastische 256 

— , elliptische 178 

— , endliche Amplitude 201 

— , gedämpfte 169.188 

— , Kinematik 159 

— , Theorie 169 

— u. Freiheitsgrade 176 
— , ungedämpfte 171 

— , Zusammensetzung 168 
Schwingung, erzwungene 198 
— , freie 198 
— , gedämpfte 159. 188 
Schwingungsdauer 159. 160. 190 

— des Pendels 97. 101 
Schwingungsmittelponkt 96 
Schwingungszahl 160. 

— des Schalles 378. 384. 386 
— , Messung 897 

— , zyklische 186 
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Skalen (Akost.) 421 
Solenoidalvekior 208 
Sonnentag 3 
Spannungen 215 
Spezifisches Gewicht 89 

fester Körper 90 

von Flüssigkeiten 91 

von Gasen 92 

SpezifischeWännen,yerhältnis 296 
Stäbe, festgeklemmte 276 f. 
— , schwingende 273 
Stabilierung durch Kreiselwirkung 



Stabilität des Gleichgewichts 23 

— einer Bewegung 180 

— (Reibung) 365 
Standsicherheitsmoment 24 
Starrer Körper 25. 40. 210 
Statik 20. 25 

Statische Probleme , Elastizität 
228 

Staubfiguren, Kundtsche 339. 394 

Stehende Schallwellen 406 

Stehende Wellen 170. 264. 331 

Steifigkeit der Saite 270 

Steinerscher Satz der Trägheits- 
momente 48 

Stementag 3 

Stimmung (Aknst.) 422 

Stokessche Formel (Reibung) 356 

Störungskräfte 113 

Störungstheorie 113 

Stoß 14 

Strahlbildung 307 

Stromlinien 327 

Strömungsfunktion 326 

Summationsschwingungen 207 

Summationstöne 409 

Superpositionsprinzip 286 

Symmetrischer Kreisel 58 

Temperatur, gleichschwebende 423 

Tensoren 214 

Tiefseewellen 332 

Tonbereich, Gliederung 421 

Tonleitern 421 

Toricellisches Theorem 305 

Torsion 234 

— eines Bandes 239 

— von Wellen 240 
Torsionsmodul 235 
Torsionsschwingungen 195 
Totalreflexion 416. 417 
Trägheitsellipsoid 46. 53 

Weber u. Gans: Sepert. d. Physik. L 



Trägheitsglieder 359 
Trägheitsmoment 45 
— , axiales und planares 48 

— der Kugel 47 

— der Wage 86 

— des Zylinders 47 

— und Schwerpunktsachse 48 . 
Trägheitsprinzip 7 
Trägheitsprodukte 46 
Translation 210 
Translationsgesch windigkeiten 45. 

211 
Transpirationsmethode 353 
Transversalschwingungen, elasti- 
sche 257. 261 

— von Stäben 274 
Trommelfell 409 
Turbulenz 360 
Umlaut'zeit 175 

ungedämpfte Schwingungen, un- 
endlich kleine 171 

Ünstetigkeiten, Saitenschwingung 

266 
Variation der Elemente 113 

— der Koordinaten 113 
Yariationsmanometer 401 
Variationsprinzipien 30 
Variationstöne 411 
Vektor, Zerlegung 207 
Yektorpotential 210 
Vena contracta 306 
Verhältnis der Querkontiäaktion 

zur Längendilatation 223. 229. 
233. 243 

— der spezifischen Wärmen 296 
Yerrückungen des starren Körpers 

43 

Yerschiebung eines starren Kör- 
pers 25. 210 

Verstimmung 200 

Vertikaler Wurf 71. 77 

Vibratious doubles 387 

Vibrationsmanometer 401 

Violinsaiten 266 

Virtuelle Verschiebungen 20 

Viscosimeter 355 

vollkommen elastische Körper 219 

Volumelastizität (Be8timmung)232 

Yolumelastizitätsmodul 332 

Wage 84 

Wägung 87 

Wärmeleitang (Schall) 384 

Wasserstrahlluftpumpe 308 

28 
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Wellen an Maschinen 240 
Wellen, ebene 257.387 
— , — (Akust) 379 
— , einfach-harmonische 169 
— , elastische 267 
— , longitadinale 258. 388 
— (Oberflächen) 329 
— , stehende 170. 381 
— , transversale 257 
Wellenbauch 170. 274 
Wellenlänge 169 
Wellenzug 335 
Winkelbeschleunigung 51 
Winkelgeschwindigkeiten 45 
Wirbelfreie Bewegung 803 
Wirbelgeschwindigkeit 302 
Wirbelkanal 303 
Wirbellinien 302 
Wirbelmoment 303 
Wirbelsätze (Hehnholtz) 301 



Wirbelvektor, siehe Solenoidalvek* 
tor 208 

WirkungsgTöße 32 

Wurf 71. 77 

Wurf, schiefer 73. 146 

Zeitmessung 3 

Zentrifugalkraft 143. 145. 15^ 

Zentrifugalmomente 46 

Zentrifugalregulator 148. 182 

Zerlegung eines Vektors 207 

Zonen des Geschwindigkeitsbe- 
reichs 74 

Zug an kristallinischem Prisma 25$ 

Zugkraft 228 

Zurückwerfungsmethode 192. 193^ 

Zusammensetzung von Schwingun- 
gen 163 

Zweidimensionale Bewegung 32& 

Zweikörperproblem 105. 

Zyklische Koordinaten 61 



Bericlltigungen. 



S. 28 Z. 9 von oben statt „beim Potenzflaschenzug** setze „beim ge- 
meinen und Potenzflaschenzug*^ 

S. 28 Z. 11 von oben statt „P=^*» setze »^=o ^®P- J^="^" 

S. 119 Z. 10 von oben statt „die Arbeit, die man leistet*^ setze „di» 
Arbeit, die die Kräfte leisten^S 

S. 129 Gleichung (8'): Im ersten Term der rechten Seite fehlt das In- 
tegralzeichen. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 

anf dem Gebiete der 

Mechanik und Physik. 

ANO as Ana Natur und Gelsteawelt. 
£Z/nn £7 =s Beihefte zur Zeitichrift für mathematisohen und uaturwisiensohaft- 
lichen Unterricht. 
F2fW=: Forttohritte der mathematigchen Wiasansohaften in Monographien. 

MB = Mathematische Bibliothek. 
MPL =s Sammlaag mathematisch-phyaikaliacher Lehrbücher. 
Jf F6( s= MathemattBche Vorlesungen an der UniTersit&t Göttingen. 
NB =s Naturwissenschaftliche Bibliothek. 
NT SS Katurwisaenschaft und Technik. 
TS =s Teubners Sammlung mathematiacher Lehrbücher. 
',\TUML =3 Teubners Unterriohtsbüoher für Maschinenteohnische Lehranstalten. 
WJSTs Wissenschaft und Hypothese. 

Mechanik. 

a. Prinzipien. Geometrisolie Q-rundlagen, Massen geometrie und 

Kinematik sowie graphisolie Statik. 

Denisot, A., das Fouoaultsohe Pendel und die Theorie der relativen Bewegung. 
Mit 19 Fig. lY, 76 S. gr. 8. 191S. geh. n. JC 3.— 

Fdppl» A., dasFaohwerk im Baume. Mit sahlreiohen Fig. und 2 lithographischen 
Tafeln, ym, 156 S. gr. 8. 1892. geh. n. JC 3.60, geb. n. JC 4.40. 

Henneberg, L.^ die graphische Statik der starren Systeme. Mit 394 Fig. 

XV, 732 S. gr. 8. TS 31. 1911. geb. n. JC 24.— 
Oftenfeld) A., technische Statik. Vorlesungen über die Theorie der Trag- 

konstmktionen. Deutsch von D. Skouge. Mit 336 Fig. auf SS Tafeln. 

Vm, 456 S. gr. 8. 1904. geb. n. JC 12.— 
Poinear^, H., die neue Mechanik. 2. Aufl. 22 S. gr. 8. 1913. geh. n. JC —.60. 

Sehliiik, W., Statik der Baumfachwerke. Mit 214 Fig. und 2 Tafeln. XIV, 

390 S. gr. 8. 1907. geb. n. JC 9.— 
Stein, A., die Lehre von der Energie. 8. 1909. .äilTti^ 267. geh. n.J^l. — ,geb.n..^l.25. 

Study, E., G-eometrie der Dynamen. Die Zusammensetzung von Kräften und 
verwandte Gegenstände der Geometrie. Mit 46 Fig. und 1 TafeL XTTT, 
603 S. gr. 8. 1903. geh. n. JC 21—, geb. n. JC 2S.— 

Timerding, H.E., Geometrie der Kräfte. XII, 381 S. gr.8. 1908. T8I. geb.n../^16.— 

Theorie der Kräftepläne. Eine Einführung in die graphische Statik. 

Mit 46 Fig. VI, 99 S. 8. 1910. MPL 7. geh. n. Jt 2.60, geb. n. M 3.— 

die Fallgesetze, ihre Geschichte und ihre Bedeutung. Mit 20 Fig. IV, 

48 S. 8. 1912. MB ö kart. n. JC —.80. 

Yolkmann, P., Einführung in das Studium der theoretischen Physik, ins- 
besondere in das der analytischen Mechanik. Mit einer Einleitung in 
die Theorie der physikalischen Erkenntnis. 2. Aufl. XVI, 412 S. gr. 8. 
1913. geh. n. JC 13.—, geb. n. JC 14.— 

Weber, H., und J. Wellstein, Encyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein 
Handbuch für Lehrer und Studierende. In 3 Bänden. Mit Textfiguren, 
gr. 8. geb. 

Band I: Elementare Algebra und Analysis. Von H. Weber. S.Auflage. 
XVm, 531 S. 1909. n. JC 10.— 
„ n: Elemente der Geometrie. Von H. Weber, J. Wellstein und 
W. Jacobsthal. 2. Auflage. XH, 596 S. 1907. n. JC 12.— 
„in: Angewandte Elementar-Mathematik Von H. Weber, J. Well- 
stein und B. U. Weber. 2. Auflage. In 2 Teilen. 
I. Teil : Mathematisohe Physik. Mit einem Buch über Maxima und 
Minima von H. We b e r und J. We 1 1 s t e i n. Bearbeitet 
von B.H.We her. 2. Auflage XII, 536 S. 1910. n.JCli.— 
Darstellende Geometrie, graphische Statik, Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, politische Arithmetik und Astronomie. 
Von J. Wellstein, H. Weber, H. Bleicher xind J. 
Bauschinger. 2. Aufl. XIV, 671 S. 1912. n. JC 14.— 
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Yerlag Ton B, G, Tenbner in Leipzig und Berllp 

b. irmfassende Daratellungen der Mechanik. 

Meehaaik, unter Mitwirkung ron M. Abraham, 0. Gram, P. n. T. Ehrenfest, 
S. Finsterwalder, O. Fischer, L. Föppl, Ph. Forohheimer, Ph. Fnrtwängler, 
IC Orttbler, M. Orttning, E. HeUinger, L. Henneherg, E:. Heon, G. Jung, Th. 
T. Kirm&n, A. Kriloff, H. Lamb, A. E. H. Lore, R. y. Misef, L. Prandtl, 
H. Beißner, A. Schoenflies, P. Stäckel, O. Tedone, H. E. Timerding, A. Timpe, 
A-YoS, O.T.Walker, K.Wieghardt, G.ZempUn, red. TonF.Klein ondO.H. 
Mttller. A. n. d. T.: Encyklop&die der mathematischen Wissenschaften« 
Bd. lY, in 4 Teilbftnden. Siehe Sonderprospekt. 
Yollstftndig erschien bisher; 
I. TeUband. XYI, 691 S. 1901/08. geh. n. .^ S0.40, geb. n. JL S4.— 
HL „ XI, 698 8. 1901/08. geh. n. JL 17.60, geb. n. M, fla60. 

H^eaalqae. BAdig6 sons la direction sdentifiqiie de P. Appell et publik soos 
oeUe de J. Molk arec la oollaboration de H. Beghin, A. Bonlanger, 
E. Garrallo, E. Gosserat, F. Gosserat, F. Oossot, J. Hadamard, E. Hiüin, 

0. KoBxiigs, P. Langerin, A. Lecomn, L. L^yy, M. L6T7, B.Iiioayille, 
L. Marchis, H. Poincar6, E. Yallier. 7 toL grand in-8<*. A. u. d. T.: £n- 
oyolop^die des scienoes math6matiqnes pures et appliqu^es. Tome lY. 
Siehe Sonderprospekt. 

T* BrIIl, A.y Einführong in die Mechanik des materiellen Punktes nnd der 
starren Systeme, ca. 860 S. gr. 8. [In Yorbereitnng.] 

F5ppl, A«, Yorlestmgen Ober technische Mechanik. 6 Bftnde. Mit rielen Fig. 
gr. 8. geb. 
LBand. EinfOhrnng in die Mechanik. 4. Aufl. XY,484S. 1911. n-UKlO.— 
n. „ Graphische Statik. 8. Aufl. XU, 419 S. 1911. n. JL 8.— 
m. „ Festigkeitslehre. 6. Aufl. XYIU, 488 8. 1914. n. JL 12.— 
lY. „ Dynamik. 4. Aufl. X, 486 8. 1914. 11.JL 18.— 
Y. „ Die wichtigsten Lehren der höheren ElastixitAtstiieorie. "^tt , 

891 S. 1907. n. JL 10.— 
YL „ Die wichtigsten Lehren der höheren Dynamik. XU, 490 S. 
1910. n. JL 18.— 
FnlinBanny A., Aiifgaben aus der analytischen Mechanik. Ein Übungsbuch 
und Literaturnachweis für Studierende der Mathematik, Physik, Technik 
usw. In 8 Teilen. Mit Holsschn. im Text. gr. 8. 

1. Teil. Aufgaben aus der analytischen Statik fester KOrper. 8., rerb. u. 

Term. Aufl. XII, 206 S. 1904. geb. n. JL 8.60. 
II. „ Aufgaben aus der analytischen Dynamik fester KOrper. 8., rerb. 

u. Term. Aufl. YI, 822 S. 1882. geb. n. JL 4.20. 
Graßmanns, H., gesammelte mathematische und physikalische Werke. Auf 
Yeranlassung der mathematisch - physischen Klasse der KOnigL Sachs. 
Gesellschaft der Wissenschaften herausg. Ton Fr. Engel. In 8 BAnden. 
Mit aahlreichen Fig. gr. 8. geh. 

I. Bd. I.Teil: Die Ausdehnungslehre von 1844 und die geometrische Analyse. 
Mit BUdnis Grafimanns. XYI, 435 S. 1894. n. JL 12.— 
8. n Die Ausdehnungslehre von 1862. Yin,511S. 1896. n.Uli:i6.— 
H. „ 1. „ Die Abhandlungen sur Geometrie und Analysis. X, 458 8. 
1904. n. JL 16.— 
8. „ Die Abhandlungen zur Mechanik und lur mathematischen 
Physik. Ym, 266 S. 1902. n. JL 14.— 
III. „ 1. „ Theorie der Ebbe und Flut. Prüfungsarbeit 1840 und Ab- 
bandlungen cur mathematischen Physik aus dem Nachlasse. 
III, :}53 S. 1911. n. JL 18.— 
8. „ GraBmanns Leben. Geschildert von Fr. Engel nebst einem 
Yerzeichnisse der Ton GrsBmann TerOfTentliohten Schriften 
und einer Übersicht des handschriftlichen Nachlasses. XTTT, 
400 S. 191 1. n. Jt 18.— 
Haaielf G.» elementare Mechanik. Ein Lehrbuch, enth.: Begründung der all- 
gemeinen Mechanik; Mechanik der Systeme starrer KOrper: die syn- 
tiietischen und die Elemente der analytischen Methoden sowie eine Ein- 
führung in die Prinzipien der Mechanik deformierbarer Systeme. Mit 865 Fig. 
XVIU, 634 S. gr. 8. 1918 geh. n. J^ 16.—, geb. n. .i^ 18.— 

Heun, K., die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen Technik. Mit 18 
Fig. YI, 123 S. gr. 8. 1900. geh. n. JL 4.— 

Kirchhoff, 6., Yorlesungen über Mechanik. Mit Fig. 4. Aufl. ron W. Wien. 
X, 464 S. gr. 8. 1897. geh. n. JL 13.—, geb. n. JL 15.— 
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Yerlag Yon B> 0, Tenbner in Leipzig nnd Berlin 

Klein, F., und A. Sommerfeld, ttber die Theorie dee Kreisels. 4 Hefte, gr. 8. 

L Heft. Die kinemAtisahen nnd Idnetisohen Grundlagen der Theorie, 

8., durchgesehener Abdruck. YIU, 196 8. 1914. geh. n. JL 6.60. 

geb. n. JL 6.60. 

n. 9 OurchfQhmng der Theorie im Palle des schweren sjmme- 

trischen Kreisels. lY, 816 S. 1898. geh. n. Jt 10.—, geb. n. M. 11.— 

m. ,1 Die störenden Einflüsse. Astronomische nnd geophysiluJisohe 

Anwendungen. lY, 247 S. 1903. geh. n. JL 9. — ^ geb. n. JH. 10. — 

lY. , Die technischen Anwendungen der Kreiseltheorie. lY, 906 S. 

1910. geh. n. JL 8. — , geb. n. 9. — 

Loreni, H», Dynamik der Kurbelgetriebe mit besonderer Berücksichtigung der 

SchilTsmaschinen. Mit 66 Fig. .Y, 166 S. gr. 8. 1901. geh. n. .^ 6.— 
Mareolongo, B., theoretische Mechanik. Deutsch Ton H.E. Timerding t Bde. 
gr. 8. I. Band: KinemaÜk und Statik Mit 110 Fig. YIII, S46 S. 1911. geh. 
n. Jt 10.—, geb. n. JH. 11. — II. Band: Dynamik nnd Mechanik der deformier- 
baren Körper. Mit 88 Fig. YIII,S44S. 1918. geh.n..^l0.— , geb.n..iril.— 
Perrjy J., DrehkreiseL Deutsche Ausgabe Ton A. WalieL 8. Aufl. Mit 

68 Fig. und 1 TitelbUd. Ym, 180 S. 8. 1918. geb. n. JtL 8.40. 
Boath, Ed. J., die Dynamik der Systeme starrer Körper. Autor, deutsche 
Ausgabe von A. Schepp. Mit Yorwort Ton F. Klein. In 8 B&nden 
mit lahlreichen Beispielen, gr. 8. 1898. geb. n. Jli, 24. — 
L Band: Die Elemente. Mit 67 Fig. XII, 478 ^, n. JL 10.— 
IL „ Die höhere Dynamik. Mit S8 Fig. X, 644 S. -^ JL 14.-- 
Stephan, P., die technische Mechanik. Elementares Lehrbnch für mittlere 
masohinentechnische Fachschulen und Hilfsbuch für Studierende höherer 
technischer Lehranstalten. 8 Teile, gr. 8. TUML 5 u. 6. 

I. Teil: Mechanik starrer Körper. Mit 266 Fig. YIII, 844 S. 1904. geb.n.»^ 7.— 
IL n Festigkeitslehre nnd M echan ik der flüssigen und gasförmigen 
Körper. Mit 800 Fig. YHI, 838 S. 1906. geb. n. JC 7.— 
Teiar, L«, die Mechanik. Eine Einfülirung mit einem metaphysischen Nach- 
wort. Mit 111 Fig. XIV, 880 S. gr. 8. 1909. geh. n. JC 3.80, geb. n. JC 4.— 
Webiter, A. 6., the Dynamics of Particles, and of rigid, elastic, and fluid 
Bodies, being Lectures on mathematical Physics. 8. Aufl. Mit lahlr. Fig. 
Xn, 688 S. gr. 8. 1918. TS 11. geb. n. ^ 14.-- 
" — Lehrbuch der Dynamik, als Einführung in die theoretische Physik. lo 
8 Tln. Deutsche Ausgabe von G.H. Müller. Mit laUr. Fig. gr.8. [InVb.] 
L Teil: Dynamik des Punktes und des starren Körpers. 
IL „ Potentialtheorie und Dynamik der deformierbaren Körper. 

c. Elsstisit&t, Aero- und Hydrodynamik. 

▼. Brill, A«, Yorlesuagen cur Einführung in die Mechanik raumerfüllendes 
Massen. Mit 87 Fig. X, 836 S. gr.8. 1909. geh. n. JC 7.—, geb. n. JC 8.— 

Bvrkhardt, H., Entwicklungen nach oszillierenden Funktionen nnd Inte- 
gration der Differentialgleichungen der mathematischen Physik. Bericht, 
erstattet der Deutschen Mathematiker - Yereinigung. XII, m u. 1804 S. 
gr. 8. 1908. In 8 Halbbänden geh. Je n. J^ 80.— 

FSppljA.yYorlesnngen über technische Mechanik. 6 Bde. MitTielenFig. gr.8. geb. 
Band HL Festigkeitslehre. 6. Auflage. XYIII, 488 S. 1914. n. JC 18.— 

— Y. Die wichtigsten Lehren der höheren ELastiait&tstheorie. XU, 

391 S. 1907. n. JC 10.— 

— YL Die wichtigsten Lehren der höheren Dynamik. XII, 490 S. 

1910. n. JC 18.— 
Forchheimer,l'h., Hydraulik. X,666S. gr.8. 1914. geh.n../^18.— ,geb.n..^l9.— 
Herta, P., Lehrbuch der statistischen Mechanik (mechanische Grundlagen der 

Thermodynamik.) ca. 600 S. gr. 8. T8. [In Yorbereitung.] 
Kom, A., über freie nnd erzwungene Schwingungen, eine EinftLhrung in die 
Theorie der linearen Integralgleichungen. IY,1S6S. gr.8. 1910. geh. n..^ 6.60. 
Lamb, H., Lehrbuch der Hydrodynamik. Deutsche autorisierie Ausgabe, nach 
der 8. englischen Auflage besorgt von Joh. Friede 1. Mit 79 Fig. XIY, 
788 S. gr. 8. 1907. TS 26. geb. n. Ji 20.— 
Lanchester, F. W., Aerodynamik. Ein Gesamtwerk über das Fliegen. 8 Bde. 
Aus dem Englischen übersetzt von C und A. Bunge. 
I. Band: Mit Anhängen über die Geschwindigkeit und den Impuls von 
Schallwellen, über die Theorie des Segelfluges usw. Mit 168 Fig. 
und 1 Tafel. XIY, 860 S. gr. 8. 1909. geb. n. JC 18.— 
II. „ Aerodonetik. Mit Anhängen über die Theorie und Anwendung 
des Gyroskops, über den Flug der Geschosse usw. Mit 208 Fig. 
und 1 TitelbUd. XIY, 327 S. gr. 8. 1911. geb. n. JC 12.— 
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Lorenti. H« A.^ Abliaiidlangen über theoretitohe Phyiik. In 9 Bdn. Bd. L ICit 

40 Fig. IV, 489 S. gr.8. 1907. geh.n. ^(116.— ,geb.ii.«A:i7.— [BandninYorb.] 
LOTe, A. K. H., Lehrbaoh der ElMtisitftt. Antoriaiene deattohe Ausgabe anter 

Mitwirkung des Verfassers besorgt Ton A. Timpe. Mit 76 Fig. XVI, 

664 8. gr. 8. 1907. TS 24, geb. n. JC 16.— 
T. Hiiei, B., Elemente der teohnisohen Hydromeohanik In 8 Teilen. I. Teil. 

Mit 79 Fig. VII, 219 S. 8. 1914. MPL 17, 1. geh. n. M 5.40, geb. n. JC^— 

rix Teil in Vorb.] 
Treirti, E., über die £ontraktion kreisförmiger Fiassigkeltsstrahlen. Inaugural- 

Dissertation cur Erlangung der Doktorwürde. IV, 66 S. gr. 8. 1914, 

geh. n. jK 9.— 
Volterra, T.y drei Vorlesungen über neuere Fortschritte der mathematisohen 

Phjsik. Mit Zusätzen und BrgiLnsuagen des Verfassers. Deutsch ron 

E. Lamla. Mit 19 Fig. u. 9 Tafeln. IV, 81 S. gr. 8. 1914. geh. n. ./^ 8.— 

Physik. 

s. Allgemeine Darstellung^en. 

Die Knltnr der Gegenwart, ihre Entwicklung und ihre Ziele Herausg. tou 
P. Hinneberg. In 4 Teilen: die geisteswissenschaftlichen, die natur- 
wissenschaftlichen und die technischen Kulturgebiete. Lex.-8. geh. n. 
geb. In Halbfrans gebunden jeder Band M. 9. — mehr. 
Teil III. Abt. III: Anorganische Naturwissenschaften. Unter Leitung 

Ton E. Leoher. 
Band 1. Physik. Bed. von B.Warburg. Unter Mitarbeit von B. Wiechert, 
F. Auerbach, E. Warburg, li. Holbom, F. Henning, H. Bubens, 
W. Jftger, E. Dom, A. Einstein, W. Wien, F. Bichars, B. Leoher, 
H. A. Lorentz, P. Zeeman, B. G-ans, E. GumUch, M. Wien, F, 
Braun, H. Starke, W. Kaafmann, E. Gehrcke, O. Beichenheim. 
J. Elster, H. Geitel, B. r. Seh weidler, St. Meyer, O. Lummer, 
O. Wiener, F. Exner, F. HasenOhrl, M. Planck, W. Voigt Mit 
106 Abbildungen. X, 762 S. geh. n. M 99.—, geb. n. M 94.~ 
Pkjriik. Unter Mitwirkung YOn M. Abraham, L. Boltzmann f» G. Bredig, G. 
H. Bryan, P. Debye, H. Diesaelhorst, Fr. Emde, B. Gans, F. W. Hinrichsen, 
B. W. Hobson, H. Kamerlingh-Onnes, W. H. Keesom, P. Langevin, M. Laue, 
Th. Liebisch, H. A. Lorenta, L. Mamlock, G. Mie, H. Minkowski f, O. BfOgge, 
J. Nabl, F. Pockels f, L. Prandtl, B. BeüTf, G. Bunge, A. Schoenflies, M. 
Schröter, E. Study, K. W. Wagner, A. Wangerin, W. Wien, J« Zenneck, 
redigiert Ton A. Sommerfeld. A. u. d. T.: Encyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften. Band V. In 8 Teilen. Siehe Sonderprospekt 
Physiqne. B6dig6 soas la direotion scientifique de P. Langevin et de J.Perrin 
et publik sous celle de fj. Molk arec la coUaboration de B.Bauer, B. Bloch, 
M. Dufour, L. Dunoyer, Oh. Fabry, G. Gouy, Oh. Ed. Guillaume, E. Hahn, 
M. Joly, Gh. Maurain, M. Moulin, P. Th. MOller, 0. Bayeau, E. Both6, 
J. Boux, F. Wallerant 6 toI. grand in-8^. A. u. d. T. : Encyclop4die dee 
soiences math6matiques pures et appliqu4es. Tome V. Siehe Sonderprospekt 
Sammlung mathematisoh-phyilkallscher Lelirbtteker. Herausgegeben ron 

E. Jahnke. Id Bänden au je etwa 190 S. 8. MPL. kart. u. geb. Bis 
jetst erschienen 17 Bände. Siehe Sonderprospekt. 

Tagehenbnch für Mathematiker und Physiker. IIL Jahrgang. Hrsg. ron 

F. Auerbach und B. Bothe. Mit einem Bildnis Friedrich Kohl- 
rauschs. X, 463 S. 8. 1918. geb. u.JC^. — Siehe Sonderprospekt 



Auerbach, F., Physik in graphischen Darstellungen. 1878 Fig. auf 918 Tafeln 
mit erläuterndem Text gr. -8. 1912. geh. n. JC 9. — , geb. n. M 10. — 

Cohn, E., Physikalisches aber Baum und Zeit 9. Aufl. 94 S. gr. 8. 1918. geh. 
n. UL —.80. 

Ebert, H., Lehrbuch der Physik. Nach Vorlesungen, gehalten au der Teoh- 
nischen Hochschule München. In 9 Bänden. L Band : Mechanik. Wärme- 
lehre. Mit 168 Fig. XX, 661 S. gr. 8. 1919. NT. geb. n. JC 14.— 
[II. Band in Vorbereitung.) 

Fredholm, J., die Integralgleichungen und ihre Anwendung auf die mathe- 
matische Physik, gr. 8. TS. geb. [In Vorbereitung.] 

Grimiehl, £., Lehrbuch der Physik. Zum Gebrauche beim Unterricht, bei aki^ 
demischen Vorlesungen und zum Selbststadium. S. Auflage* In 9 Bänden. 
I. Band : Mechanik, Akustik und Optik. Mit 1063 Fig. und 9 farbigen Tafeln. 
XII, 9(>6 S. gr. 8. 1914. kompl. geh. n. Jt 16.—, geb. n. JC 16.— [Band II 
erscheint Ostern 1916.] 



Terlag toh B. 0. Tenbner in Leipzig und Berlin 



KcfertteiBy J.^ groBa Physiker. Bilder aus der Geschichte der Astronomie 

und Physik. Fttr reife Schfller. Mit 12 Bildnissen »uf Tafeln. lY, 888 S. 

8. NB 4. 1911. geb. n. JC S,— 

Klrehhoff, 6., Vorlesungen über mathematische Physik. 4 B&nde. Mit Fig.' 

gr. 8. geh. n. JC S(9. — y geb. n. JC 47. — 

I. Band. Mechanik. 4. Auflage von W. Wien. X, 464 S. 1897. geh. 

n. JC 18.—, geb. n. JC 15. — " 

n. „ Optik. Hrsg.yonK.HenBel. Mit dem Bildnis Kirchhoffs. TUI, 

878 S. 1891. geh. n.^ 10. — jgeb.n.JCl%.— ] Anastat. Neudruck.] 

TTT. ^ Theorie der Elektriiitätu. des Magnetismus. Hrsg. y. M.Planck. 

X,888S. 18dl.geii.n.JCS.—,geb.n.JClO.— [AnastaV Neudruck.] 

lY. „ Theorie der Wftrme. Herausg. von M. Planck. X, 810 S. 

1894. geh. n. JC 8.—, geb. n. JC 10.— 

KoklraHseli, F., Lehrbuch der praktischen Physik. Mit 889 Fig. 18. Aufl. 

In Gemeinschaft mit H. Geiger, E. Grfineisen, L. Holbom, W. Jaeger, 

£. Orlich, K, Scheel, O. SchOnrock herausgegeben von E.W a r b u r g. XXXI, 

742 S. gr. 8. 1914. geb. n. JC 11.— 

— kleiner Leitfaden der praktischen Physik. 8., vermehrte Auflage. Mit 

sahlreichon Fig. XYIII, 286 S. gr. 8. 1907. geb. n. JC 4.— 
Lecker, E., Lehrbuch der Physik für Mediziner und Biologen. Mit 499 Fig. 

TIX, 461 S. gr. 8. 1912. geh. n. JC 8.—, geb. n. JC 9.— 

LorentZ) H. A., Abhandlungen über theoretische Physik. In 2 Bdn. I. Bd. Mit 

40 Fig. IV, 489 S. gr.8. 1907. geh.n..^l6.— ,geb.n.^l7.— . [Band II in Vorb.] 

HlBkowiki, H., gesammelte Abhandlungen. Unter Mitwirkung von A. S.p e i s e r 

und H. Weyl herausgegeben von D.Hilbert 8 Bünde, gr. 8. geh. ' 

L Band. Mit einem BUdnis H.Minkowskis und 6 Fig. XXXI, 871 S. 

1911. n. JL 14.— 
n. „ Mit einem Bildnis H. Minkowskis, 84 Fig. und einer Doppel- 
tafel. IV, 466 S. 1911. n. JC 16.— 
Poinear^, H«» sechs Vorträge über ausgewählte Gegenstände aus der reinen 
Mathematik und mathematischen Physik. Gehalten zu GOttingen yoxß 
88.— 88 April 1909. Mit 6 Fig. IV,60S. gr.8. 19iO. MVG IV. n. .^^ 1.80. 
Bebeaitorff, U., physikalisches ExperlmentierbuQh. In 8 Teilen. L Teil : An- 
leitung zum selbständigen Experimentieren für jüngere und mittlere Schüler» 
Mit 99 Fig. VI, 8.S0 S. 8. NB 1. 1911. geb. n. JC 9— II. Teil: An- 
leitung zum selbständigen Experimentieren für mittlere und reife Schüler. 
Mit 87 Fig. VI, 178 S. 8. NSB 2. 191?. geb. n. JC 8 — 
Yoigt, W., Lehrbuch der Eiistall-Physik (mit Ausschluß der Kristall-Optik). 
Mit 818 Fig. und 1 Tafel. XXIV, 964 S. gr. 8. TS 34. geh. n. JC 80.^, 
geb. n. JC 82. — 
Tolkmann, F., Einführung in das Studium der theoretischen Physik, ins- 
besondere in das der analytischen Mechanik. Mit einer Einleitung in 
die Theorie der physikalischen Erkenntnis. 8. Aufl. XVI, 418 S. gr. 8. 
1918. geh. n. JC 18.—, geb. n. JC 14.- 
Weber, K. H., und B. Gans, Bepertorium der Physik. 8 Bände. Mit vielen 
Textflguren. gr. 8. geb. Band 1: Mechanik und Wärme. Erster Teil: 
Mechanik, Elastizität, Hydrodynamik und Akustik. Von R. Gans und 
F. A. Schulze. XII, 485 S. 1915. In Leinwand geb. n. JC 8.—. Zweiter 
Teil: Wärme, Kapillarität, kinetische Gastheorie. Band II: Elektrizität, 
Magnetismus, Optik. 
Wien, W., Vorlesungen über neuere Probleme der theoretischen Physik. Mit 

11 Fig. IV, 76 S. gr. 8 1918. geh. n. M 2.40. 
WlillBer, A., Lehrbuch der Experimentalphysik. In 4 Bänden. Mit über 
1100 Fig. gr. 8. 1895/1907. Bei gleichzeitigem Bezüge aller 
4 Bände ermäßigt sich der Preis geh. auf n. JC 32. — , geb. auf n. JC 40.-^ 

Jeder Band ist auch einzeln käuflich: 
L Band. Allgemeine Physik und Akustik. 6. Auflage, bearbeitet von 
A.Wüllner und A. Hagenbach. XIV, 1058 S. 1907. geh. 
n. JC 16. — , geb. n. JC 18. — 
IL , Die Lehre von der Wärme. 5. Auflage. XI, 986 S. 1896. geh. 

n. JC 12. — , geb. n. JC 14. — 
ITT. , Die Lehre vom Magnetismus und von der Elektrizität mit einer 
Einleitung : Grundzüge der Lehre vom Potential. 5. Auflage. 
XV, 1415 S. 1897. geh. n. JC 18.—, geb. n. JC 20.— 
IV. M I)i« Lehre von der Strahlung. 5. Auflage. XU, 1042 S. 1899. 
geh. n. JC 14, — , geb. n. JC 16. — 



Yerlag Ton B. Gt. Teubner in Leipzig nnd Berlin 



Au9 Natur und Geistettoeli (geh Je n. M, 1 — , geb. n. M. 1.25) : 
inerbaeh, F., die graphigche Darstellang. 1914. 
lehftk, Das Perpetuum mobile. 1914. 
Keller, H.» Werdegang der modernen Physik. 1911. 

8elinlxe, F. A., die großen Physiker u. ihre Leistungen. Mit 6 BUdniBsen. 1910. 
Speltkamp, Physik in Küohe nnd Haus. 1914. 

b. Grundlafiren der Physik. 

T. Brill, A.. das fielativit&tsprinzip. Eine Einführung in die Theorie. 8. Aufl. 
lY. 33 8. gr. 8. 1914. geh. n. M I.SO. 

Elnitein, A., und H. Großmann, Entwurf einer verallgemeinerten Belatirit&ts- 
theorie und einer Theorie der Gravitation. 88 S. gr. 8. 1913. geh. n. JC 1.80. 

Frank. Ph., Relativitätstheorie, ca. 880 S. 8. WH. [In Vorbereitung.] 

LorentSy H. A., das Belativit&tsprinxip. Drei Vorlesungen gehalten in Teylers 
Stiftung SU Haarlem. Deutsch von W. H. Keesom. 68 S. gr. 8. 1914. 
BZmnU 1. geh. n. JC 1.40. 

A. Einstein u. H. Minkowski, das Belativitfttsprinzip. Eine Sammlung 

von Abhandlungen. Mit Anmerkungen von A. Sommerfeld und Vorwort 
von B 1 n m e n t h a 1. IV, 89 S. gr. 8. 1913. FMW2. geh. nJiC S.— , geb. ix.JC 8.60. 

Minkowski, H*, swei Abhandlungen Aber die Grundgleichungen der Elektro- 
dynamik. Mit einem Vorwort von O. Blumenthal. 88 S. gr. 8. 1910. 
FMW 1. geh. n. JC 8.40. 

Planck, M., das Prinsip der Erhaltung der Energie. 8. Auflage. XVI, 878 S. 
8. 1913. WSe. geb. n. «AI 6.— 

Yolterra, T., drei Vorlesungen über neuere Fortschritte der mathematischen 
Physik. Mit Zusfttaen und Brgänsungen des Verfassers. Deutsch von 
E.Lamla. Mit 19 Fig. und 2 Tafeln. IV, 84 S. gr. 8. 1914. geh. n.JC3.^ 



Au* Natur und Geistes weit (geh. je n. M. i.— , geb. n. M. 1.25): 

Auerbach, F., die Grundbegriffe der modernen Naturlehre. 8. Auflage. 
Mie, G., MolektQe, Atome, Weltäther. 8. Aullage. 1911. 
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c. Molekularphysik. 

Byk, A«, EinfOhmng In die kinetische Theorie der Gase. 8 Bändchen. 8. 
Mit Fig. MPL 10t 1 u. 2. I: Die idealen Gase. V, 108 S. 1910. geh. 
n. JC 8.80, geb. n. JC 3.80. II. In Vorbereitung. 

Herts, P«, Lehrbuch, der statistischen Mechanik (mechanische Grundlagen 
derThermodynamik.) ca. 500 S^ gr. 8. T8. [In Vorbereitung.] 

Hubert, D., und £• Hecke, Vorlesungen über kinetische Gastheorie. In 8 Bdn. 
ca. 888 S. gr. 8. MVQ. [In Vorbereitung.] 

Kelrin, Lord, Vorlesungen über Molekulardynamik nnd Theorie des Lichtes. 
Deutsch herausgegeben von B. Weinstein. Mit 188 Fig. XVXH, 690 8. 
gr. 8. geb. n. JC 18.— 

Lorents, H. A., Abhandlungen über theoretische Physik. In 8 Bdn. L Bd. Mit 
40Fig. IV,489S. gr.8. 1907. geh.n.»A:iß.~,geb.n. J£17.— [ILBandinVorb.] 

?• Smolnchowski, M., grundsätzliche Fragen der Gastheorie, ca. 190 8. 
gr. 8. FMW. [In Vorbereitung.] 

Tortrige über die kinetische Theorie der Slaterie und der Elektrisltät von 
M. Planck, P. Debye,W.Nernst, M.v. Smoluchowski,A. Sommer- 
feld, H. A. Lorentz, mit Beiträgen von H. Kamerlingb- Onnes und 
W. bL Keesom, einem Vorwort von D. Hilbert und 7 in den Text ge- 
druckten Fig. IV, 196 S. gr. 8. 1914 li VO VI. geh. n. JC 7.—, geb. n. JC 8.— 

d. 'Wärmelehre. 

Bryan, G. H., Thermodynamics. An introductory Treatise dealing mainly with 

first Principles and their direct Applications. XIV, 804 8. gr. 8. 1907. 

TS 21. geb. n. JC 7.— 
Barkhardt, H«, Entwicklungen nach ossillierenden Funktionen. (Näheres 

siehe S. 3 unter c.) 
Hilbert, D., und G. Hecke, Vorlesungen über kinetische Gastheorie. In 8 Bdn. 

ca. 888 S. gr. 8. MVO [In Vorbereitung.] 
Loreata, H. A., les thöories statistiques en thermodynamics. ca. 64 8. gr. 8. 

[Unter der Presie.] 



Au* Natur und Gdsteswelt (geh, je n. M. 1.—, geb. n. Jf. IM) : 



Alt, H., die Kälte, ihr Wesen, ihre Erzeugung und Verwertung. 
Bornsi^im, B., die Lehre von der Wärme. 1907. 
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